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1 Le paradoxe de Simpson.

Si X et Y sont deux variables aléatoires définies sur un méme espace, il est
traditionnel de noter X L Y Daffirmation qu’elles sont indépendantes. Cette
notation n’est pas parfaite, car inadaptée aux cas de trois variables ou plus,
mais elle est commode ici.

Le paradoxe de Simpson est illustré par une université qui a 48 milliers
d’étudiants, répartis en 24 milliers de garcons et 24 milliers de filles, et pour
simplifier, répartis en 3 facultés : Lettres, Droit, Science, de 16 milliers d’étu-
diants chacun. Il y a eu de violentes manifestations, car aux examens de fin
d’année, il y a eu 10 milliers de filles recues, 14 milliers de filles collées, alors
que chez les garcons il y avait 14 milliers de recus et 10 milliers de collés. Au-
trement dit, moins de 42% de recues, et plus de 58% de recus. Mais le président
de I'université, un statisticien, a su désamorcer la crise en regardant la réalité
de plus prés dans les trois facultés. En lettres, droit et sciences les tableaux
recus collés - garcons filles, en milliers, sont les suivants :

Lettres Recus Colles
Filles 3 9
Garcons 1 3

Droit  Recus Colles
Filles 4 4
Garcons 4 4

Sciences Recus Colles
Filles 3 1
Garcons 9 3

Si ces chiffres sont traduits en pourcentages, I’ensemble des étudiants est
un espace de probabilité muni de la loi uniforme. Soit X, Y et Z des variables
aléatoires qualitatives qui mesurent le résultat de 'examen (pour X = recu ou
collé), le genre (pour Y= masculin ou féminin) et la faculté (pour Z= lettres,
droit ou sciences), alors on observe que si on conditionne par Z alors on a
(X L Y)|Z. Le résultat initial s’explique alors par le fait que les filles ont
choisi en majorité des disciplines ot le nombre de recus est moins grand.

L’analyse d’une situation statistique doit donc prendre en compte ces phé-
nomeénes d’indépendance conditionnelle, soit pour les tester, soit pour les uti-
liser dans les problémes d’estimation. Ils sont d’une grande généralité, et le
but du cours est de les étudier dans des conditions sensiblement plus simples,
a savoir

— Le cas gaussien, dit modéle continu.

— Le cas des tables de contingence, dit modéle discret.

Dans ces cas simples, I'information disponible va étre schématisée par un
graphe (V, E) non orienté ordinaire dans le cas continu et le cas discret, et
en deux couleurs dans le cas mixte. Toutefois, les problémes d’estimation et de
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test mentionnés ci dessus ne connaitront de solution explicite que si le graphe
satisfait & une surprenante condition, celle d’étre triangulé : jamais de cycle
d’ordre > 3 sans qu’il soit possible de le court circuiter par une corde. Cette
condition avait déja été rencontrée en analyse numérique dans les années 60
dans la méthode du pivot et a été redécouverte 20 ans plus tard en statistique.
Ces graphes portent aussi d’autres noms dans la littérature (plus une chose a
d’utilisateurs en mathématiques, plus elle a de noms) : ils sont appelés graphes
cordauz, on comprend pourquoi, et aussi décomposables, pour de trés bonnes
raisons qu’on verra apparaitre quand il faudra faire des calculs.

Finalement, les modéles utilisés sont des familles exponentielles, ce qui per-
met d’utiliser une méthode classique pour ’estimation, celle du maximum de
vraisemblance. Cette méthode fournit une équation naturelle pour 'estima-
teur. Dans le cas des modéles graphiques, elle ne sera justement résoluble que
si le graphe est triangulé.

Le plan de notre travail est donc d’abord la présentation des modéles gra-
phiques gaussiens aussi dits continus, puis celle des modeéles discrets. Ensuite :
liquidation d’analphabétisme en ce qui concerne les familles exponentielles. En-
suite, des résultats pas commodes a trouver dans la littérature sur les graphes
triangulés. Ensuite, application des outils précédents a ’estimation.

2 Modéles graphiques gaussiens

Pour définir ceux ci, nous faisons quelques rappels. Le premier concerne
’algébre linéaire. On note par BT la transposée de la matrice B.

Ty 12

. On suppose que x;
Tor T2 |

Proposition 2.1 : Soit la matrice par blocs l

et x, sont carrées et que 7' existe. Alors

T Ti2 I 0 Ty 0 AT aT
= DL 0 - amay! 0 I (2.1)
To1 X2 L2121 2 Ty — T21ly T12 | | 2

En particulier

Al T12 _
det = det z; det(xy — w9127 '212), (2.2)
T21 X2
Si de plus x5 et la matrice initiale sont inversibles alors
-1 -1 -1 X
1 T12 . ($1 — T12T9 $21) 23
— XT - -1 -1 ) ( : )
To1 X2 (x9 — To12] T12)
N _ -1 -1 -1 _ —1 -1 —1
ou X = —I ZL‘12(ZL'2 — X214 IL‘lg) = (ZL‘l — T12%9 IL‘Ql) T12To .

Démonstration : 2.1 est une vérification. En prenant le déterminant des deux
membres de 2.1 et en utilisant le théoréme sur le déterminant d’une matrice



triangulaire par blocs, on a 2.2. En prenant I'inverse de 2.1 on a

1 T2 - _ Il —l‘l_ll‘u ZL‘l_l 0 Il 0
T21 i) 0 [2 0 (.TQ — .T21.T1_1.T12>71 —.’,1721.1’1_1 [2

qui fournit en effectuant le bloc (2,2) égal & (zy — x21:76f19€12)_1 qui était
annoncé. Pour le bloc (1,1), il est inutile de refaire les calculs, on raisonne par
symétrie.

Voici ensuite un point de vocabulaire sur les v.a. gaussiennes. Si (X, ..., X,,)T
est une variable gaussienne de moyenne m € IR" et de matrice de covariance
¥ supposée inversible, alors la matrice W = X! est appelée la matrice de
précision. C’est un terme commode, et cette matrice intervient plus souvent
ici que la matrice de covariance.

Proposition 2.2 : Soit (X,Y) une variable gaussienne de IR”*? de moyenne
(x0,Y0), de covariance inversible

a f
Y= 2.4
E 2.4
et de matrice de précision
A B

Alors
1. Il y a équivalence entre X L Y, 5 =0et B =0.

2. X est normale de moyenne xy de covariance « et de matrice de précision
A— BC BT,

3. Laloide Y conditionnée par X est gaussienne de moyenne 1o+C 1 BT (X —
7y), de matrice de précision C' et de covariance v — fTa~13.

La prochaine proposition est cruciale et est a rapprocher de la précédente.

Proposition 2.3 : Soit (X}, X5, X3) une variable gaussienne de IR?*?*" de
matrice de précision

Wi Wi Wis
W= 1| Wy Woy Wos |. (26)
Wi Wsy Wi

Alors (X L X3)| X5 si et seulement si Wi3 = 0. Si la matrice de précision W
et la covariance X de (X7, X5, X3) sont écrites par blocs avec les notations 2.4
et (2.5, ou A et « sont carrées de taille p, alors (X; L X3)|X, si et seulement
si la matrice v — 37a3 est diagonale par blocs associés a la décomposition
(p,r) de p + r. En particulier, dans ces conditions, si p; o3 est la densité de
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(X1, Xo, X3), p12 est la densité de (X, Xz), pas est la densité de (Xo, X3), et
po est la densité de X5 on a

P1.2.3(21, T2, T3)p2(22) = p12(x1, X2)pa (22, 3). (2.7)

Rappelons qu’un graphe (non orienté) est la donnée d’un ensemble fini V'
dont les points sont appelés sommets (V pour vertex ou vertices) et une partie
E de la famille des sous ensembles de taille 2 de V. Les éléments de A sont
appelés arétes (E pour edges). Insistons sur les faits suivants, entrainés par
cette définition : les arétes ne sont pas orientées, il n’a entre deux sommets
qu’au plus une seule aréte (pas d’arétes dites multiples), il n’y a pas d’aréte
qui va d’un sommet & lui méme : pas de boucle). Si toutes les arétes possibles
sont présentes, on dit que le graphe est complet.

Nous sommes alors en position de décrire un modéle graphique gaussien.
Donnons nous un graphe (V) E) tel que V' = {1,2,...,n}. Le modéle graphique
gaussien gouverné par ce graphe est ’ensemble des lois normales de IR" de
moyenne inconnue m, non singuliéres, et dont la matrice de précision W =
(Wi;) est telle que que W;;—o sii # j et si {i,j} n’est pas dans A. Si le graphe
est complet, le modéle est dit sature.

Ce modéles ont été introduits en 1972 par H. Dempster. Ils sont aussi appe-
lés dans la littérature anglo saxonne covariance selection models, nom ce que
nous trouvons remarquablement peu informatif. Comme le mot modéle gra-
phique est également & toutes les sauces, 'idéal serait des les appeler modéles
de Dempster. Nous avons toutefois suivi le choix d’Edwards (1995) en parlant
de modeles graphiques gaussiens.

Compte tenu de la Proposition 2.3, la définition ci dessus est équivalente &
la seule contrainte suivante sur la loi gaussienne de (Xi,...,X,) : Sii et j ne
sont pas liés par une aréte du graphe (V, E), alors X; et X, conditionnées par le
reste des variables aléatoires de (X1, ..., X,,) sont indépendantes. Si le modéle
est saturé, il n’y a naturellement pas de contraintes du tout, et ’estimation de
la covariance par maximum de vraisemblance se fait par une méthode standard
qu’on rappelera au chapitre des familles exponentielles.

L’intérét particulier de ce modéle tient au fait que la contrainte sur la
matrice de précision W est linéaire. Toutefois, comme déja dit et comme on le
verra a la section 13, I’estimation explicite par maximum de vraisemblance ne
sera possible que si le graphe est triangulé.

Insistons sur le fait que ces modéles graphiques gaussiens ne rendent pas
compte de tous les modéles gaussiens qui comprendraient des contraintes d’in-
dépendance conditionnelle. Par exemple dans le cas n = 5 on peut imaginer
les contraintes (X; L X;1)[(Xit2, Xit3) avec i = 1,2,3,4,5 et en prenant les
indices modulo 5. Cela ne se traduit pas par une prescription des zéros de la
matrice de précision de (X, ..., X5) mais par une prescription des zéros des
5 matrices de précision des (X;, X;y1, Xir2, Xi13). Le probléme de ’estima-
tion explicite de la matrice de covariance ou mieux, de la matrice de préci-



sion IV, par maximum de vraisemblance devient impossible. En particulier, la
contrainte sur W n’est plus linéaire.

Exercice 2.1. Soit la matrice symétrique définie positive [ ] ou Aet C

BT C
sont carrées, et soit A; une matrice définie positive de méme dimension que A.

Montrer que
-1
| A B A=A 0
=l o] [t

Al Bl

S B -1 =
est définie positive et que S~ = [ BlT Cy

1 pour des B; et C; convenables.

Méthode : appliquer la formule 2.1).

A B

BT C‘|OCIA

Exercice 2.2. Soit la matrice symétrique définie positive S = [
BT ¢
Méthode : appliquer la formule 2.3) pour montrer que A — A, ' est positive.

et C sont carrées, et soit S—! = [ ] . Montrer que A; — A~ est positive

Exercice 2.3. Soit la matrice définie positive

Wi Wi Wi
W= | Wy Wy 0 )
Wi 0 Wi

et soit X son inverse :
211 212 213
E - 221 222 223
Y31 Y3z Msg

Montrer que

_ X X2 X 21
det ¥ det 317 = det l Y1 Yoo ] det l Y31 Moo |

Méthode : faire © = 1 = x5 = 23 = 0 dans 2.7). Source : Speed et Kiiveri (1986).
La Proposition 9.7 contient une importante généralisation.

3 Modéles hiérarchiques et graphiques discrets

Si A est un ensemble fini quelconque et si (py)eca €st une probabilité sur
A, s0it (e4)qea la base canonique de R? et soit (X,,),>, une suite de variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans TR* et de loi définie par Pr(X, =
€q) = pa. Alors la variable aléatoire Sy = X; + -+ + Xy de R suit la loi

multinomiale :
N! H s
- pa‘l

Pr(Sy = (84)aca) =
o © HaeA Sa! a€A
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si (Sq)aca € N4 et >aca Sa = N, avec Pr(Sy = (Sq)aca) = 0 dans les autres
cas (N est I'ensemble des entiers > 0). La loi des grands nombres garantit
que Sy /N tend vers (py)aca. Si maintenant (p,)eca €st inconnu, Sy /N est le
candidat idéal pour un estimateur de (p,)aca (plus sur ce sujet au chapitre des
famillles exponentielles). D’otu I'idée naturelle en statistique d’observer Sy.

Supposons maintenant que A soit le produit A; X - -+ X Ax = X,ev A, de
A ensembles finis (on note V' = {1,..., A} par commodité ici). Un élément
f = (fa)aea de R (comme par exemple (p,)qea ) devient alors une fonction
de A variables discrétes, plutot noté

fa = f(a’h ce 7aA) = f((av)veV)'

Dans I’exemple de 'université de la section 1, on a V' = (Résultat, Genre,
Faculté)=(1,2,3) et donc A = 3, avec A; =(recu, collé), A, =(fille, garcon),
Ay =(lettres, droit, sciences).

Dans ce cas, un élément particulier f de IR s’écrit non plus comme une
ligne ou une colonne de nombres, mais comme un “tableau”. Les guillemets
sont pour indiquer que ce n’est véritablement un tableau que si A = 2. Si
A = 3, ce serait un tableau en trois dimensions, ce qui n’est guére commode,
a moins qu’on ne le représente par des coupes & deux dimensions comme on le
voit avec les trois tables de la page 1.

Méme dans ce cadre plus spécialisé, on a la possibilité théorique de procéder
a l’estimation de la probabilité inconnue p(aq,...,a,) a l'aide de S,. Cet S,
se présente sous forme de tableau et est appelé un tableau de contingence.

Ceci dit, le nombre de paramétres p(aq,...,a,) a estimer a I'aide d’un ta-
bleau de contingence peut étre d’une ampleur décourageante (soit |A;] x - - - X
|Aa| — 1) et trop grande par rapport aux nombres n d’observations dont on
dispose. En faisant certaines hypothéses raisonnables, on peut diminuer consi-
dérablement le nombre de paramétres inconnus. Le plus simple des exemples
est celui ou A = 2 et ou on suppose que la variable aléatoire (aj,as) de loi
(p(ay,as)) est formée de deux variables aléatoires indépendantes. Autrement
dit, on postule que f(aj,as) = logp(a,as) est la somme d’une fonction de a,
seul et d’une fonction de ay seul. Il n’y a en fait plus que [A;] — 1+ |As| — 1
parameétres a estimer.

Les modéles hiérarchiques discrets est une extension de cette idée & un A
quelconque. Soit {V4, ..., Vi} une famille de parties de V. Pour de bonnes rai-
sons statistiques, on peut postuler que f(aq,aq,...,ax) = logp(a,as,...,an)
est une somme de k fonctions g;, ou g; est une fonction ne dépendant que
des variables a, telles que v € Vj, ou encore : g; est une fonction définie sur
le produit cartésien X;cy, A;. Dans I'exemple précédent on avait A = k = 2,
Vi={1} et Vo ={2}.

Trivialement si un V; est contenu dans un Vj/ la contrainte apportée par
V; est inexistante. Pour cette raison nous dirons qu’une famille de parties
{Vi,...,Vi} de V est une famille de Spernersi j # j' implique que V; C Vi
est impossible (Sperner faisait de la topologie combinatoire, et le lien entre



cette discipline et les modéles graphiques est un sujet d’étude contemporain).
Lauritzen, Speed et Vijayan (1984) disent hypergraphe ou encore classe gé-
nératrice. Notez qu’en général, les V; ne sont pas disjoints. Voici alors une
définition importante :

Soit A = Ay X+ x Ay = Xuev A, le produit de A ensembles finis avec V' =
{1,..., A} et soit une famille de parties {V,...,V,} de V qui soit de Sperner.
On appelle modéle hiérarchique discret engendré par {Vi,...,V,} I'ensemble
des probabilités (p,)a.ca telles que p, > 0 pour tout a € A et telles que

k
logpa = Egj(a) (3-8)

ou la fonction a — g;(a) ne dépend que des variables a, telles que v € V;. Si
la famille de Sperner est réduite a {V'}, le modéle graphique discret est dit
saturé.

Ouvrons une parenthése sur 'unicité de la représentation d’une fonction f
de IR* sous la forme 25:1 gj(a) ot les g; sont comme ci dessus. Méme dans le
cas simple f(aj,a2) = ¢1(a1) + g2(ag) il n’y a pas unicité, puisque si ¢ est un
réel quelconque alors gf(ay) = g1(a1) + c et g3(az) — c sont des fonctions de a,
seul et de ay seul telles que f = gi + g5. Ce point est clarifié par la proposition
suivante.

Proposition 3.1 Soit A = A; x--- X Ax = X,ev A, le produit de A ensembles
finis avec V = {1,..., A}. L’espace IR* est muni de la structure euclidienne ca-
nonique. Si S C V on note Eg le sous espace de R* des f tels que f(ay, ..., ap)
ne dépende que des variables a, telles que v € S. On note par Eg son orthogo-
nal dans R* et par Fg l'intersection de Eg avec tous les E§, ou S’ C S et ou
S’ #£ S. Alors les espaces Fs quand S C V sont en somme directe orthogonale.
L’espace F? est espace des constantes et, si S est non vide, Fg est Pespace
des f € Eg tels que pour tout ¢ € S on ait >, . f(a) = 0. On a aussi

dlmEs = H ‘Av‘, dlmFS = H (|Av| - 1), ES = EBS/CsFS/. (39)
veV veV
En particulier, si {Vi,...,V,} est une famille de Sperner, on a
Ev,+ -+ Ey, =&'Fs (3.10)

ol @ indique que la somme est prise pour tous les S qui sont sous ensemble
d’au moins un V.

Remarques : Avec la notation de ’égalité 3.10) on voit que p est dans le
modéle hiérarchique gouverné par {V;,..., Vi } si et seulement si logp € Ey, +
-+ + By, . Notez que dire que S est sous ensemble d’au moins un V; est plus
fort que de dire que S est sous ensemble de U;V;. Croire a la réciproque est
une erreur fréquente.
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Pour définir les modéles graphiques discrets, voici des points de vocabulaire
de la théorie des graphes. Si (V, E') est un graphe non orienté et si V; C V, soit
E; Vensemble des arétes {i,j} de F telles que i et j soient dans F. Le graphe
(Vi, E1) est alors appelé le graphe induit de (V, E') sur V; (Dans la littérature
il y a un objet plus général, appelé sous graphe (V1, E}) ou E/ est simplement
astreint & étre un sous ensemble de E;). Une cligue de (V, E) est alors une
partie V; de V telle que le graphe induit de (V) E) sur V; soit complet. Une
clique Vi est dite mazimale si V; C V/ et V] # V] entraine que V] n’est pas
une clique. Il est évident et fondamental d’observer que ’ensemble des cliques
maximales d’un graphe (V, F) forme une famille de Sperner de V.

(11 serait plus simple d’appeler clique tout court ce qu’on appelle clique
maximale et sous graphes complets les cliques ordinaires, mais de pénibles
discussions avec des théoriciens des graphes m’ont montré que c’était peine
perdue).

Soit alors un modéle hiérarchique discret gouverné par la famille de Sperner
{Vi,...,Vk} On appelle graphe associé le graphe dont les arétes sont tous
les sous ensembles & deux eléments d’au moins un V;. On dit aussi graphe
d’interaction. Voici trois exemples de familles de Sperner sur {1,2,3,4}. Le
lecteur est invité a dessiner les graphes correspondants

1. V1 ={2,3,4}, Vo = {1,2}.

2. Vi ={2,3,4}, Vo ={1,2}, V5 = {1,4},

3. V1 ={2,3,4}, Vo ={1,2,4}.

On voit que les exemples 2) et 3) ont méme graphe : celui ci n’est donc
pas caractéristique de la famille de Sperner, et donc du modéle hiérarchique
qu’elle gouverne.

On dira alors que le modéle hiérarchique gouverné par la famille de Sperner
{1, ..., Vi} est graphique si les cliques maximales du graphe associé sont les
{WV1,...,Vi}. La connaissance du graphe d’un modéle graphique discret donne
la connaissance de ses cliques maximales, donc de la famille de Sperner qui le
gouverne : le graphe détermine le modéle graphique, a la différence du modéle
hiérarchique. Dans les trois exemples précédents, on voit que le 1) et le 3) sont
graphiques et que le 2) ne l'est pas.

4 Familles exponentielles naturelles et générales.

Comme expliqué a la section 1, les modéles que nous considérons ici ap-
partiennent & la grande famille des modéles exponentiels, et héritent de leurs
propriétés générales, qu’on va passer en revue maintenant.

Une famille exponentielle naturelle est définie (on va voir comment dans
un instant) sur un espace vectoriel réel de dimension finie £. Résistons ici
a la tentation de confondre E et IR", ce qui nous lierait trop a un systéme
particulier de coordonnées. L’espace dual E* est ’espace des formes linéaires
@ sur E. On notera la valeur 6(z) prise par la forme 6 € E* sur le vecteur
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x € E plutét par (0, z). Si E est muni d’une structure euclidienne gouvernée
par le produit scalaire (,) on sait que E* s’identifie canoniquement & E et la
notation (f, z) est compatible avec cette identification.

Ensuite, on considére une mesure p (positive) sur E, pas nécessairement,
bornée, et sa transformée de Laplace, ¢’est & dire la fonction définie sur £* &
valeurs dans [0, co] définie par

Lu(0) = [ % ().
On note &k, = log L,, qu’on appelle fonction de cumulants de p. On note
D(p)={6 € E*; L,(0) < oo}
et O(u) lintérieur de D(u). On appelle ce dernier ensemble le domaine de p.

Proposition 4.1 Soit p une mesure sur £. Alors

1. Les ensembles D(y) et ©(yu) sont convexes, k, est convexe sur D(u), et
analytique réelle sur O(pu).

2. Si de plus p n’est pas concentrée sur un hyperplan affine de F et si
O(p) n’est pas vide, alors k, est strictement convexe sur ©(u), et sa
différentielle sur cet ensemble satisfait

_ L)

50 =725 = /E 200k (7). (4.11)

Une fois pour toutes on note alors M(FE) 1’ensemble des mesures u sur E telles

i ne soit pas concentrée sur un hyperplan affine et telles que ©(u) soit non
vide. Si p € M(FE) et si 0 € ©(u), alors

P(6, 1) (dx) = 01750 y(dr)
est une probabilité sur £. Leur ensemble

F=F(u)={PO,n); 6 €O(n)}

est appelé famille exponentielle naturelle engendrée par p. Notez que F'(u) est
un ensemble, alors que 6 — P(f, ;1) est une paramétrisation de cet ensemble,
qui admet d’autres paramétrisations utiles. Par exemple, F'(u) = F(i') si et
seulement si il existe 6y € E* et b € R tels que y/(dx) = %@+ (dr). La
paramétrisation correspondante serait obtenue de la précédente par une simple
translation 6 — 0 — 6.

Une autre paramétrisation de F'(u) plus importante est obtenue & partir de
la formule 4.11), qui peut étre reformulée en disant que k&(@) est la moyenne
m € E de la probabilité P(f, 1). Ensuite, puisque maintenant k, est stricte-
ment convexe sur O(yu), alors 6 +— k; (0) = m devient une fonction injective
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(d’apreés les propriétés des fonctions convexes) de ©(u) a valeurs dans E. L’en-
semble M (F) = M(F(u)) des valeurs qu’elle prend s’appelle le domaine des
moyennes de F(y1), et on note désormais par 1, la fonction réciproque de £;,.
La fonction m — 1), (m) est donc une bijection de M (F') et de O(p) telle que

Uu(k,(0)) =0, Kk, (Yu(m)) = m.

Par conséquent I’application de M (F') dans F' définie par m — P(m, F) =
P(1,(m), 1) est une bijection appelée paramétrisation par la moyenne de la
famille exponentielle naturelle F'. Le théoréme des fonctions implicites entraine
que My est un ouvert de E homéomorphe a E. Dans les cas classiques qui nous
intéressent dans ce cours, c’est un convexe, mais pas en général.

Etudions maintenant les propriétés de ces familles du point de vue de la
convolution. Si 1 € M(F) on appelle ensemble de Jorgensen de p I’ensemble
A(p) des A > 0 ayant la propriété suivante : il existe un py € M(FE) tel que
O(uy) = O(u) et tel que L,, = (L,)*. Observons que A(u) contient toujours
I’ensemble IN* des entiers > 0. En effet méme si ;1 n’est pas une mesure bornée,
le fait que p € M(FE) entraine que ses puissances de convolution p*" existent
et sont dans M(FE), avec (L,)" pour transformées de Laplace. Donc j, = p*"
pour A = n € IN*. Quel lien y a t-il entre les familles exponentielles naturelles
F\ = F(uy) et F'= F(u)? On voit facilement a partir des définitions que pour
A dans I’ensemble de Jorgensen, et en particulier pour A entier on a :

m
M(E) = AM(F), thuy(m) = ¥u() (4.12)
Une chose simple mais importante est que
P(@, :u)*n = P(@, :u*n)'

Pour le voir, il suffit de calculer les transformées de Laplace des deux membres :
Prenons « pour paramétre de la transformée de Laplace, puis que 6 est déja
pris : pour tout « € O(u) — 6 on a

L,(0+ «) Ln(0+ «) L0+ a)\"
Lpou () = =5—=, Lpum(a) = = == = L@y n(@)-
(0,) LM(Q) (0,p%™) Lun(e) Lu(e) (P(0,1))
Une conséquence théorique est alors la suivante : si Xy,...,X,, sont indé-

pendantes et de méme loi P(6, i) ou 0 est inconnu, alors la loi de X;+---+ X,
appartient a la famille exponentielle naturelle F'(1*") avec le méme paramétre
inconnu. Si bien que dans les problémes d’estimation du parameétre inconnu 6
dont nous allons parler maintenant, on peut imaginer qu’on fait I’estimation
avec une seule observation.

Proposition 4.2. Soit © € M(E) et X une variable aléatoire de loi P (0, 1)
ou # est inconnu. Alors si la valeur de X est dans le domaine des moyennes
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M(F(u)), Pestimateur du mazimum de vraisemblance pour 6 est défini et est
égal a ¥, (X).

Dans la pratique, on va appliquer ce résultat au casou X = X; +---+ X,
comme ci dessus. D’aprés 4.12), si la moyenne empirique X, = +(X;+- - -+X,,)
est dans M alors estimateur de § du maximum de vraisemblance est 1, (X ).
Subsiste la difficulté que pour que cet estimateur existe, il faut que X,, soit
dans M(F). Pour nous réconforter, il y a la loi forte des grands nombres, qui
dit ici que la limite presque stire de la suite (X,,),>1 est k/,(6) € M(F). Comme
on a vu que M (F) est un ouvert un tel résultat garantit I'existence d’un ng
(aléatoire il est vrai) tel que X,,, appartienne a M(F).

Les familles exponentielles ont également une propriété concernant les sta-
tistiques suffisantes qui découle de la proposition suivante :

Proposition 4.3. Soit u € M(FE), soit Aq,. .., \, dans ’ensemble de Jorgen-
sen A(u) et soit # € O(p) fixé. On considére des variables aléatoires indépen-
dantes X1, ..., X, telles que X; soit de loi P(0, u15,). On pose S = X+ - -+ X,
et A = A1 + -+ \,. Alors S est de loi P(0, ) et la loi conditionnelle de
(X1,...,X,) sachant S = s ne dépend pas de 6.

Le cas particulier important de la proposition précédente est évidemment le
cas A\; = 1 pour tout j. Il entraine que pour estimer ¢ & partir de I’échan-
tillon (X7i,...,X,) il est inutile de stocker individuellement les valeurs des
(X1,...,X,) : toute 'information disponible sur 6 a partir des observations
(X1,...,X,) est contenue dans S = X; +---+ X,,. La proposition 4.3 entraine
que la statistique S est exhaustive, ou suffisante, pour 6.

Exemples.

1) Loi de Bernoulli, loi binomiale. On prend £ = R et u = 6y + 6;. Alors
A(p) = IN*, 5™ = 325 Chog, et F(u*") = {B(n,p); p €0, 1[}, ot B(n,p) est
la loi binomiale.

2) Loi gamma. On prend £ = R et ju(dx) = 1) o0f(z)dz Alors A(u) =]0, oo]

A—1

Xz
) 1}0700[(1‘)d1‘

pa(dz) = ey

Expliquons maintenant ce qu’est une famille exponentielle générale. C’est
la donnée de deux objets : d’abord d’un espace mesuré (€2, A, v) ou la mesure
v n’est pas nécessairement bornée; ensuite d’une application mesurable ¢ de
(2 dans un espace vectoriel de dimension finie & tel que I'image y = tov
dans E de la mesure v par I'application ¢ soit un élément de M(FE). Dans ces
conditions, ’ensemble F'(t,v) des probabilités sur 2 qui sont de la forme

P(6,t,v)(dw) = et =Ry ()
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pour des 6 € ©(pu), est appelé la famille exponentielle générale engendrée par
(t,v). La famille exponentielle naturelle (1), faite des images des P(6, ¢, v)(dw)
par w — t(w), est appelée la famille exponentielle naturelle associée a F(t,v).
Pour un 6 fixé, alors t(w) est une variable aléatoire de loi P (6, 11) et est appelée
la statistique exhaustive associée.

Exemples.
1) La loi normale de moyenne et de covariance inconnues

COMMENT CALCULER PRATIQUEMENT LA FONCTION VARIANCE D’UNE FA-
MILLE EXPONENTIELLE NATURELLE? Si y € M(FE), si My = k,(©(n)) C E*
est le domaine des moyennes de la famille exponentielle naturelle F' = F(u),
et si 1, est la bijection réciproque de Mp dans ©(u) de 6 — k() alors

Vi(m) = k(. (m)) = (4, (m)) ™"

est I'opérateur de covariance de la probabilité P(vy,(m),n) = P(m, F). No-
tons Q(E*) = Ls(E*, E) 'espace des endomorphismes symétriques de E* vers
E (naturellement identifié & I’espace des formes quadratiques sur E*). Alors
Papplication de My vers Lg(E*, E) définie par m +— Vg(m) est appelée la
fonction variance de F. Les lignes qui suivent cherchent & donner quelques
méthodes pratiques pour calculer Vx dans le cas o E n’est pas IR mais un
espace vectoriel.

CAs oU E EST IR". Si on identifie le dual de IR" & lui méme en munissant IR"
de la structure euclidienne canonique, alors on identifiera £/ () a la suite des
dérivées partielles

<a%kﬂ(9),...,a%kﬂ<e)> = (ma,...,mp).

On résout ensuite en 6§ ce systéme en fonction de m pour obtenir § = v,(m)
sous la forme

(O, 0) = (Bu(m)r, ., 0 ()n).

A ce point, il y a deux voies :

— Ou bien on décide d’utiliser Vi(m) = (¢/,(m))~". Dans ce cas on cal-
cule wL(m), qui est donc représenté par la matrice carrée symétrique
(aimwu(m)j) et (aspect pénible de cette méthode) on calcule l'inverse
Vi(m) de cette matrice carrée.

— Ou bien on décide d’utiliser Vi (m) = &/ (1,(m)). Dans ce cas on calcule
la matrice hessienne o

et on substitue ensuite 1, (m) & § dans cette expression. Dans la pratique,
cette deuxiéme méthode est souvent plus rapide. En général, le pénible

ku(0) = |
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calcul d’inversion de # = 1,(m) a conduit a introduire des fonctions
auxiliaires f,(0) = g,(m) = f,(¢,(m)) qui apparaissent souvent explici-
tement dans I'expression de £, (6) et le calcul n’est pas si décourageant
apres tout.

CAs OU p EST CONCENTREE SUR UN CONE CONVEXE. Si la famille ex-
ponentielle est réelle, il arrive souvent qu’elle soit concentrée sur [0,00) et
qu’alors ©O(u) soit une demi droite (—oo,a). C’est une source d’erreurs de
trainer un paramétre systématiquement négatif. A plusieurs dimensions, cette
situation se reproduit si u est concentrée sur un céne convexe saillant C' de
dual C* = {y € E*; (y,x) > 0}. Dans ce cas O(u) est souvent un translaté de
—C* et le signe moins, maudit, réapparait. On diminue les chances d’erreur
en revenant a la transformée de Laplace des physiciens S,(y) = [;* e ¥*u(dx)
plutot que L,(0) = [;° e u(dx).
Dans £ on définit donc

Sulw) = [ e u(da)

ol y € E*. On définit aussi s,(y) = —log S,(y) sur —O(u) et on note par p,
la fonction réciproque de My vers —O(u) de y — m = s, (y).
D’ot les relations avec les formes classiques tirées de L, :

Su(=0) = Lu(0); —5,(=0) = ku(0); 5,(=0) = K, (0); —pu(m) = Pu(m).

Ceci conduit a I'importante relation

Vi(m) = —Sﬁ(pu(m)). (4.13)
A partir de celle ci, les méthodes pour Vp(m) = k;;(¢,,(m)) s’appliquent.

CAS OU LA DUALITE ENTRE F ET E* EST PEU CLASSIQUE. Il arrive souvent
que F et E* soient clairement identifiés & IR"™ mais que leur mise en dualité se
fasse par une forme bilinéaire p(z,y) qui n’est pas x1y; + ... + ,y,. Dans ce
cas on a

L,(0) = ekn® = /E e#0) (dz), S,(y) = e~ = /E e~ # WD) 1y (dx).

C’est le cas quand il est question d’espace hyperbolique, avec p(x,y) = —z1y1+
ToYs + ... + TyYn, ou quand FE est 'espace des matrices (r,r) symétriques
réelles © = (z;;) avec ¢(z,y) = tray : dans ce cas E s’identifie & IR" avec
n =r(r +1)/2 mais pour i < j le coefficient de z;;y;; est 2.

Le calcul de v,(m) ou de p,(m) a partir des dérivées partielles de k, ou
de s, doit se faire ainsi : on observe que par définition de la différentielle on a
pour tout h dans E assez petit
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k(0 + h) — ko (0) = iai (0)hy. + o(h)

— K,(8(h) + olh)
= @k, (0),h) + o(h) = p(m, h) + o(h)

Pour calculer m en fonction des dérivées partielles de &, il faut tirer parti de
Pégalite Yo3_; g5-ku(0)he = @(m, h) valable pour tout h € E. On introduit
alors la matrice symétrique @ inversible d’ordre n telle que ¢(z,y) = rQy’
(on a écrit les éléments de IR" comme des vecteurs lignes) et on obtient

H0) = (1) = (g O i @) @7 (014

0 0

s:L(y) = (my,...,my) = (8—3/18“@)’ e 8—%su(y)> Q. (4.15)

Le calcul de 6 = ¢,(m) ou de y = p,(m) devra alors se faire & partir des
équations 4.14 ou 4.15. Voici enfin ’expression de la matrice représentative
dans IR" de la fonction variance

Vilm) = Q[ b m))Q " = ~Q s, (pm)Q . (416

On trouvera un exemple de cette technique dans le calcul de la fonction
variance des lois de Wishart associées au graphe de la marguerite a la section
11.

5 Restriction du paramétre canonique a un sous
espace affine.

Une situation qui se présente souvent en statistique, en particulier dans les
modéles graphiques, est celle d’une famille exponentielle (qu’on peut prendre
naturelle sans perte réelle de généralité), donc de la forme F'(i), a laquelle on
impose ensuite au paramétre canonique d’appartenir a un sous espace affine
H de E*. Ceci se retrouve dans une grande variété de situations. Avant de les
mentionner, observons que cela pose deux problémes théoriques :

— Comment tester 'hypothése que le paramétre inconnu ¢ appartient a H?

— Sachant que le paramétre inconnu 6 est dans H, comment ’estimer par

maximum de vraisemblance ? En particulier, en quoi les outils de la fa-
mille exponentielle compléte peuvent ils étre utiles ?
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Nous allons nous intéresser d’abord au second probléme. Pour commencer,
nous allons faire deux hypothéses simplificatrices, qui ne changent rien a la
généralité, mais choqueront les puristes. On va supposer d’abord que H est un
sous espace vectoriel (ce qui revient & changer la mesure génératrice u(dz) en
exp((fo, z))u(dz)), ensuite que F a une structure euclidienne (ce qui permet
d’identifier £ et E*, de considérer H comme un sous espace de E et de faire
intervenir son espace orthogonal H. Si ce n’était pas euclidien, cet objet H+
devrait étre remplacé par H° = {x € F; (§,z) = 0 V0 € H} et on devrait
considérer I’espace quotient F/H° a la place de H C F pour plaire & Bourbaki.

Soit donc E euclidien, p € M(FE) soit H un sous espace vectoriel de E.
On suppose que ©; = O(n) N H est non vide. Si F' = F(u), on veut étudier le
modele

Fiy = {P(0,); 0 € 4}

du point de vue des familles exponentielles. La proposition suivante clarifie.

Proposition 5.1. Avec les notations et hypothéses ci dessus, notons par t la
projection orthogonale de E sur H. Alors :

1. Le modéle Fj; est une famille exponentielle générale gouvernée par (i, t).

2. La mesure projetée ¢t o u = py sur H existe et engendre la famille expo-
nentielle associée F'(uy) = Fy.

3. La transformée de Laplace de py est la restriction de L, & H.

4. Pour tout ¢ dans le domaine des moyennes My C H de Fj, il existe un
unique u(q) dans H* tel que

Uy (@) = g + ulq)), (5.17)
en d’autres termes, tel que I'équation k), (f) = ¢ + u(g) ait une solution
dans ©y.

Démonstration.

Si 0 € Oy, alors

exp((0, 2)—k (9)(d) 2 exp((H(6), )~k (O)u(dr) 2 exp((6, H(x))—ku(0)u(dz)

ou (1) vient de t(f) = 0 et (2) vient du fait que ¢* = ¢t. Ceci montre 1,2 et 3.
En différentiant k,(0)) = k,,(¢) dans H I'égalité, on obtient

t(k,(0)) = K, (6).

Donc si ¢ € My C H on sait qu’il existe un et un seul 0 = ¢,,(q) € Oy tel
que ¢ = k;, (0). Donc q = t(k],(1,,,(¢))), donc il existe u(q) € H* tel que
q+ug =k, (¥, (q)). Puisque 0 — k| (0) est injectif, u(q) est unique, et 5.17)
est montré.
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Le premier probléme est alors résolu généralement a I’aide d’'un objet appelé
déviance. Pour la famille exponentielle initiale F'(i1) et pour les observations

(X1,...,X,) de moyenne empirique X, telles que X, est dans le domaine des
moyennes, on considére le logarithme de la vraisemblance, c’est a dire
(u(Xn), Xn) = k(¥ (X)) (5.18)

Remarquons que pour une fois la fonction ¢ qui définit une famille exponentielle
générale est linéaire et on peut écrire

1
HX,) = g(t(X1) + .+ H(X)).
Donc le log de la vraisemblance pour la famille F; ou pour la famille I} est

(W (H(X ) (X)) = o (1, (X)),

dont une présentation un peu plus agréable, grace a la proposition 5.1, est :

(u(t(Xn) + u(t(X0)), Xn) = ku(tu(H(X0n) + u(t(Xn)))), (5.19)

On appelle alors déviance de Fy par rapport & F'(u) la différence de ces
deux log de vraisemblance 5.18) et 5.19) multipliée par 2, ¢’est a dire le nombre

2 (Xn) =t (H(Xn) +ult(Xn))), Xn) =k (V0 (Xn)) 4K (0 (E(X ) +u(t(X0))))]-

(5.20)
La multiplication par 2 est 1a, comme on s’en doute, pour des raisons histo-
riques : si on applique la théorie précédente au cas ou F), est la famille des lois
normales dans IR" de moyenne inconnue et de covariance [, la déviance n’est
autre que le carré de la distance de X,, au sous espace H.

Il est clair que la déviance en général est toujours un nombre positif. En
effet si x € Mg, alors 0 — (0,2) — k,(0) est maximisée en 6 = 1,(z).
Appliquons cette remarque & * = X, et a 0 = ¢, (t(X,) + u(t(X,)), cela
montre que la déviance est positive. Cette statistique est alors utilisée comme
test du fait que 6 appartient ou non & H. Si la déviance est grande, on rejettera
I’hypothése.

Les formules précédentes montre I'importance du calcul de la fonction ¢ —
u(q) de My dans H*. Voyons en détail un exemple plus intéressant que les lois
normales

On considére I'espace E des matrices symétriques réelles (n+1,n+1), muni
de la structure euclidienne (z,y) = tr (zy). Notons par E, le cone ouvert des
matrices symétriques définies positives et par F, le cone fermé des matrices
symétriques positives. Soit H le sous espace de E des matrices de la forme

a b1 Ce bn
. b1 C1 0
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Prenons alors pour famille exponentielle sur £ la famille des lois de Wishart
de parametre de forme p engendrée par la mesure j, dont la transformée de
Laplace est det(—6) " et est définie sur I'ensemble ©(y,) = —E,. Il est connu
que dans ce cas, 0 — k, (0) = —plogdet(—0) a pour gradient p(—6)~'.

0 0 ... 0
e e (6:22
0 bybi/a -+ 0
et donc u(q) est défini par u;; = —b;b;/a pour 1 <i < j <mn),
J j
7(711&71) + Zzl:l acicib? ac:glb% e aC;b—nb%
-1 _ acilile atclcib2 e 0 2
(g+ulg) = | i et (5.23)
—bn a
acn—by, 0 T aen—b2

6 Les graphes triangulés sont les graphes dé-
composables

Etant donné un graphe G = (V, E) (fini, et non orienté, comme ci dessus),
on va noter a ~ b lorsque a et b sont des sommets du graphe et que {a, b} est
une aréte. On dit aussi que a et b sont adjacents, et que b est un voisin de a..
On appelle chemin de longueur n > 0 toute suite (vg, vq,...,v,) de longueur
n + 1 telle que v;_; ~ v; pour tout j = 1,2,...,n. Les sommets vy et v,, sont
appelés les extrémités du chemin. Notez qu’un chemin de longueur 0 existe et
est réduit & un sommet. Un cycle est un chemin (vg, vy, ...,v,) de longueur
n > 3 tel que (vy,...,v,) soient distincts et tel que v, = vy. Le graphe G est
alors dit triangulé si pour tout cycle de G' (vg,v1,...,v,) de longueur n > 4
alors il existe 1 et javec 1 <1 < j < ntelsquel < j—i<n-—1,et
v; ~ v;. L’aréte {v;,v;} est alors appelée une corde du cycle. Si U C V, soit
Ey Pensemble des arétes {a, b} de E telles que a et b soient dans U. Le graphe
Gy = (U, Ey) est alors appelé graphe induit de G sur U. C’est un sous graphe
de G, mais attention, comme déja dit en section 3, tous les sous graphes ne
sont pas des graphes induits. Notez que si un graphe est triangulé, tout graphe
induit est aussi triangulé.

Il faut donner encore d’autres définitions. Si a et b sont dans V' il est facile
de voir que la relation a R b définie par le fait qu’il existe un chemin d’origine
a et d’extrémité b est une relation d’équivalence. Ses classes sont appelées les
composantes connexes de G. S’il n’y a qu’une seule classe, on dit que G est
connece.

Soit maintenant a et b non adjacents dans V. Un séparateur de a et b est
une partie S de V telle que tout chemin (vg, vy, ..., v,) d’extrémités vy = a et
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v, = b est tel qu'il existe j avec 1 < j < n — 1 tel que v; € S. Bien entendu,
tout ensemble plus grand que S est encore un séparateur, et comme G est un
graphe fini, la notion de séparateur minimal est bien définie. Notons que ni a
ni b ne peuvent étre dans un séparateur minimal de a et b. Plus généralement,
si A et B sont des parties disjointes de V/, on dit que la partie S de V est un
séparateur de A et B si S est un séparateur de a et b pour tout couple (a,b)
de A x B.

Voici d’abord une premieére caractérisation non triviale des graphes trian-
gulés :

Théoréme 6.1. Soit G = (V, E) un graphe fini non orienté. Alors les deux
affirmations suivantes sont équivalentes :

1. G est triangulé.

2. Pour tout couple de sommets a et b, tout séparateur minimal S de a et
b est tel que le graphe induit Gg est complet.

Démonstration.

2 = 1: Soit (vg, v1,...,v,) un cycle de longueur n > 4 et soit S un séparateur
minimal de vy et de v,. Alors S contient v; et un v;, avec 2 < j < n. Donc
{v1,v;} est une corde du cycle. Le graphe est donc bien triangulé.

1 = 2: Soit S un séparateur minimal de a et b. Soit A et B les composantes
connexes du graphe induit G\ s contenant a et b respectivement. Pour tout
s de S il existe certainement un a, dans A adjacent a s : sinon S\ {s} serait
aussi un séparateur de a et b, ce qui contredit la minimalité de S. De méme il
existe b, dans B adjacent a s. Montrons alors que si s et s’ sont dans S, alors
ils sont adjacents. Puisque A est connexe, il existe un chemin d’extrémités a
et ay dans G4, disons (as,ay,...,a,_1,ay). Notons que sa longueur n peut
étre 0. Choisissons ce chemin pour que cette longueur n soit minimale (plus
précisément, s et s’ étant fixés dans S, on choisit méme a; et a’, pour que cette
longueur soit minimale). De méme, il existe un chemin (by,bq,...,bp_1,bs)
dans GG, avec m minimal. Donc

/
(87a57a17 ceeyp—1,04,S 7bs’7 bla .. '7bm—17b875)

est un cycle de longueur n+m+4. Il y a donc une corde. Celle ci ne peut étre
de la forme {a;,a;} (convention : a, = ay) : cela contredirait la minimalité
de n. De méme la corde {b;,b;} est exclue. Quant & la corde {a;,b;}, elle
est exclue par définition d’un séparateur. Les cordes du genre {a;, s}, {a;, s'},
{b;, s}, {bi, s’} sont exclues par minimalité de n ou m. La seule corde possible
est {s,s'}, ce qui achéve la démonstration.

Ce théoréme nous conduit a une propriété importante des graphes trian-
gulés :

Lemme 6.2. Soit G = (V,E) un graphe triangulé. Alors, si G n’est pas
complet, il existe une partition (A, S, B) de V qui soit propre (c’est a dire
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formée d’ensembles non vides), telle que S soit un séparateur de A et B et
telle que le graphe induit G soit complet.

Démonstration. Si G n’est pas complet, soit a et b deux sommets non adja-
cents, et soit S un séparateur minimal de a et b. Soit A la composante connexe
contenant a du graphe induit Gy\g et soit B = V' \ (S U A). L’ensemble B
contient b et n’est donc pas vide. Par le théoréme 6.1, S est complet. Reste
a voir que S sépare A et B. S'il existait (a’,b') € A x B et un chemin C
d’extrémités o’ et b’ qui évite S on distingue deux cas : ou bien ' est dans
la composante connexe de Gy\s contenant b : ce chemin C' permettrait de
fabriquer un chemin de a & b qui évite S : c¢’est impossible. Ou bien &’ n’est
pas dans la composante connexe de G'y\g qui contient b. Comme b’ est dans la
composante connexe de GG qui contient a, et non dans la composante connexe
de Gy\g, cela entraine que S est un séparateur de a et 0’ et il faut bien que le
chemin C' coupe S, d’ou la contradiction. Le lemme est montré.

Le lemme 6.2 nous conduit a une caractérisation des graphes triangulés,
qui commence par la subtile définition de graphe décomposable. Si G = (V5
est un graphe quelconque (fini et non orienté bien siir), appelons décomposition
de G la donnée d’une partition propre (A, S, B) de V telle que G soit complet
et soit un séparateur de A et B. La Proposition 6.2 dit que si G est triangulé
non complet, il admet une décomposition. Voici alors la récursive définition
suivante. On dit que le graphe G est décomposable si il est ou bien complet, ou
bien tel qu’il admette une décomposition (A, S, B) telle que de plus les graphes
induits G 4us et Gsup soient déja décomposables.

Cette définition en est vraiment une, bien qu’abstraite : si on connait tous
les graphes décomposables & n sommets (et c’est le cas pour n = 1...) alors on
connait les graphes & n 4+ 1 sommets. En fait :

Théoréme 6.3. Un graphe est décomposable si et seulement si il est triangulé.

Démonstration. Soit G = (V, E). Nous montrons 1’équivalence par récur-
rence sur n = |V/|. C’est trivial pour n = 1. Supposons I’équivalence vraie
pour tous les V' de taille < n et montrons la pour n. Sans perte de généralité
on peut supposer que G n’est pas complet.

<: Puisque G est triangulé non complet, le lemme 6.2 montre qu’il existe une
décomposition (A, S, B). Comme G 4,5 et Gsup sont triangulés, I'hypothése
de récurrence entraine qu’ils sont décomposables, et donc G est décomposable.
=: Puisque G est décomposable non complet, par définition il existe une dé-
composition (A, S, B). Les graphes G 45 et Gsup sont décomposables et donc
triangulés par I’hypothése de récurrence. Si C' est un cycle de GG, alors ou bien
il est dans G 4us, qui est triangulé, et il a une corde. Ou bien il est dans Gpg,
qui est triangulé, et il a une corde. Ou bien C' comprend un point a de A et un
point b de B, avec C' = (a,...,b...,a). Le cycle se fractionne en un chemin
de a & b, qui coupe donc S en un point s, et un chemin de b & a en un point
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s’. Comme S est complet, {s, s’} est une corde de C' et G est bien triangulé.

7 Enumérations parfaites dans les graphes tri-
angulés

Enoncons un lemme important concernant les graphes triangulés. Pour cela,
on dit qu'un sommet s d’un graphe G = (V, E) est simplicial si 'ensemble des
voisins de s, c’est & dire 'ensemple U = {v € V ;v ~ s}, est tel que le graphe
induit Gy est complet.

Lemme 7.1. (Lemme de Dirac) Soit G = (V, E) un graphe triangulé non
complet. Alors il existe deux sommets simpliciaux non adjacents.

Démonstration. On procéde par récurrence sur la taille n de ’ensemble V'
des sommets. C’est évident si n = 1 ou 2. Supposons le résultat vrai jusqu’a
n — 1 et montrons le pour n. Puisque G n’est pas complet, il existe deux
sommets non adjacents a et b auquels on applique la Proposition 6.1 : soit S
un séparateur minimal de a et b, A et B les composantes connexes contenant
respectivement a et b dans Gy s.

Ce serait une erreur de penser que parce que ’hypothése de récurrence
garantit que G4 et G ont des sommets simpliciaux, la récurrence est étendue.
La raison est qu’'un sommet simplicial pour G4 ne l'est pas nécessairement
pour G. Toutefois, un sommet s simplicial pour G 4ug est simplicial pour G.
En effet si s € AU S, et Gg étant complet d’aprés la Proposition 6.1, on a
{veVi,v~st={ve AUS ;v ~ s}

Alors : ou bien G 45 et Gpug sont complets, et a et b sont simpliciaux ; ou
bien un des deux, disons G 45, n’est pas complet. L’hypothése de récurrence
garantit alors I’existence de deux points simpliciaux non adjacents dans AUS.
Ils sont simpliciaux au sens (G 45, mais nous avons vu que cela entrainait que
c’est aussi au sens G. La démonstration du lemme de Dirac est compléte.

Voici un troisiéme groupe de caractérisation des graphes triangulés :

Théoréme 7.2. Soit G = (V, E) un graphe fini connexe non orienté a n som-
mets, et soit C I’ensemble de ses k cliques maximales. Alors les trois affirmations
suivantes sont équivalentes :

1. G est triangulé.

2. 1l existe une bijection j — v; de {1,...,n} et de V telle que pour tout
J > 1le sommet v; soit simplicial par rapport au graphe induit Gy, ...,
3. Il existe une bijection ¢ — C, de {1,...,k} et de C telle que si on note
H,=CiU...UC,et S, =C,N H, 1, (avec Hy = 0), alors pour tout
q=2,3,..., kil existe p < qg—1 tel que S, C C,.
De plus, au 2) v,, peut étre pris arbitrairement parmi les sommets simpliciaux
de G; au 3) Cy peut étre pris arbitrairement parmi C.
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Remarques. 1) Une énumération des sommets satisfaisant le 2) du théoréme
7.1 est dite parfaite. Une énumération des cliques maximales satisfaisant le 3)
du théoréme 7.1 est dite parfaite. On parle aussi d’ordres parfaits des sommets
et des cliques.

2) Les S, = H,—1 N C, sont appelés les séparateurs de cette énumération
parfaite. On verra au Théoréme 8.3 que leurs valeurs et leurs multiplicités ne
dépendent pas de ’énumération parfaite qu’on a choisie.

3) Avec la notion d’énumération parfaite des sommets, nous touchons a
I’origine historique de I'intérét pour les graphes triangulés : a la fin des années
50, le développement des ordinateurs et du calcul numérique fait considérer de
grands systémes linéaires de Cramer AX = Y 4 n inconnues et n équations, ol
la matrice A comprend beaucoup de zéros, une situation qu’on veut exploiter
au maximum si on applique la méthode de Gauss, qui consiste simplement &
prendre une inconnue z;, a ’exprimer en fonction des autres z; et de y; et a
remplacer dans le systéme AX =Y et obtenir un systéme de Cramer d’ordre
n — 1, disons A; X7 = Y. Pour étre plus précis et en particulier éviter des
annulations de déterminants, supposons que A = (a;;) soit symétrique définie
positive. Examinons le passage de la matrice A & la matrice A; si on a choisi
d’éliminer I'inconnue x,,. Puisque

1 n—1

_ Un
Ty = — — — Zajnxj,
Ann Ann j=1

alors le coefficient (4, j) dans la matrice A; = (b;;) d’ordre n — 1 est

b — QinQjn
ij = Qij — :
ann

Notons alors par F I'ensemble des couples {i,j} de V = {1,...,n} tels que
a;; # 0 (avec ¢ # j). Donc, une condition suffisante pour que b;; = 0 est que
a;; = 0 et que a;;, ou a;, = 0. Mais si n est un sommet simplicialde G = (V, E),
cela entraine que si a;; = 0 alors a;, ou aj, = 0. Donc a;; = 0 entraine b;; = 0.
En d’autres termes si n est une sommet simplicial alors I’élimination de x,,
n’introduit pas de nouveaux coefficients non nuls dans A;. Si maintenant le
graphe G est triangulé, et que V = (1,...,n) soit un ordre parfait, on voit
que le processus ci dessus pourra étre réitéré jusqu’a la solution compléte du
systéme linéaire AX = Y sans jamais avoir détruit les précieux zéros de la
matrice initiale A.

Démonstration.

1 = 2 : On procéde par récurrence sur n = |V|. C’est trivial pour n = 1. Si
vrai pour n — 1, notons par v, un sommet simplicial (qui existe, d’aprés le
lemme 7.1). Puisque le graphe induit G\ () est triangulé, la récurrence est
immeédiate.

2 = 1 : Soit (v;y,vi,,...,v;) un cycle de longueur k£ > 4. Sans perte de
généralité on suppose que i, = i est > i; pour j = 1,2...,k — 1. Comme v;,
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est simplicial et que v;, et v;,_, sont ses voisins, alors (v;,,v;,_,) est une corde
et G est donc triangulé.
3 = 2 : On utilise le lemme suivant :

Lemme 7.3. Soit G = (V, E) un graphe connexe non orienté, soit C' une clique
maximale et soit H ’'union de toute les cliques maximales de G différentes de
C'. Alors ou bien C' C H, ou bien (C\ H,CNH, H\C) est une décomposition,
c’est & dire que C'N H est un séparateur de C'\ H et H \ C.

Démonstration. Soit u € C'\ H et v € H \ C' et montrons que u ~ v est
impossible. En effet, si u ~ v soit C’ une clique maximale contenant {u,v}.
Puisque v € H \ C la clique C’ ne peut étre la clique C' et donc u € H :
contradiction. Soit alors a € C'\ H et b € H \ C et soit un chemin de a a b (qui
existe, puisque G est connexe). Soit v le premier élément de ce chemin situé
dans H et soit u celui qui le précéde : d’aprés la remarque précédente, ou bien
u ou bien v est dans C'N H et le lemme est montré.

Nous démontrons maintenant 3 = 2 : Notons R, = C, \ H,_;. Cet ensemble
n’est jamais vide car sinon on aurait C, C S, C C, et donc C, = C,. De

plus les Ry,..., Ry, sont deux deux disjoints et forment une partition de V.
Soit 7, > 0 le nombre d’éléments de R, et notons o, = 1 + 1y + - + 1.
Numérotons alors V' par (1,2,...,n) de sorte que pour tout ¢ = 1,...,k on
ait

R,={o,1+1,....0,} ={i;0,1 <i<o,}.

Il y a bien entendu plusieurs choix possibles pour cela, r;!...r.! en fait. Mon-
trons que cette énumération sur V' est parfaite. Soit ¢« un sommet quelconque.
Il existe un unique q tel que @ € R,. Les sommets adjacents a ¢ sont de trois
sortes

1. Tous les sommets de C, sauf 1,
2. certains sommets de V' \ H,
3. certains sommets de H,_; \ C.

En fait la catégorie 3 est vide : on le voit en appliquant le lemme 7.3 au graphe
induit par H, et a la clique C,. Les sommets de la catégorie 2 on des numéros
> 0, > i. Donc les sommets adjacents & i et situés dans {1,...,:} sont dans
C, et forment donc un ensemble complet; c’est dire que 7 est simplicial par
rapport a {1,...,i} et 3 = 2 est montré.

2 = 3 : Cette partie est plus difficile.

(a) On suppose que v; = i pour tout i = 1,...,n sans perte de généralité.
On définit pour tout i 'ensemble B; formé par i et ceux des sommets adjacents
a i qui sont de plus dans {1,2,...,i}. Comme i est simplicial par rapport a
{1,2,...,i} (c’est 'hypothése du 2)) B; est complet.

(b) Je dis maintenant que toute clique maximale de GG est un élément de la
suite (By, ..., B,). Nous le montrons par récurrence sur n. Supposons que cela
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soit vrai pour tout graphe triangulé d’ordre < n muni d’un ordre parfait sur
les sommets. Montrons le pour n. D’abord, B, est une clique maximale, par
définition. Ensuite, toute clique maximale du graphe induit sur {1,...,n —
1} apparait dans la suite (B, ..., B,_1), d’aprés 'hypothése de récurrence.
Comme les seules cliques maximales de G sont celles du graphe induit sur
{1,...,n — 1} qui ne soient pas des sous ensembles de B, plus B, lui méme,
la récurrence est étendue.

(c) Nous allons fabriquer une énumération parfaite (Cy, ..., Cy) des cliques
maximales de G & partir de la suite (B, ..., B,) en supprimant certains élé-
ments et en réordonnant le reste en procédant ainsi

1. Si¢ > j et B; C B; on supprime B;.

2. Aprés I'épuisement de la procédure 1), soit i fixé. Si jy est le plus petit

des j tels que ¢ < j et B; C B; on supprime B; et on met B;, a sa place.
Puisque les B; étaient tous complets, il est clair qu’en appliquant cette procé-
dure il ne reste a la fin que des cliques maximales, et qu’elles sont toutes
la, d’aprés le (b). On a donc ordonné les cliques maximales en une suite
(Ch,...,Cr)

(d) La tache qui nous reste est de montrer que cet ordre (Cy,...,Cy) sa-
tisfait 3). Pour cela introduisons provisoirement une définition : étant donné
un graphe G = (V| E), une suite D = (Dy, Ds, ..., D,,) de parties de V (pas
nécessairement distinctes) est dite parfaite si en notant H, = D, U...U D,
alors pour tout ¢ =2,...,mona S, = D,N H, ; complet non vide et il existe
p < q—1tel que S, C D,. Un exemple fondamental de suite parfaite est la
suite (By,...,B,) définie au a). Cela se voit ainsi : les B, sont complets et
donc les

Sg=(B1U...B,_1)NB,={1,...,q—1}N B,
sont complets. Pour ¢ > 1 fixé, soit p le plus grand élément de S,. Alors
Sq C B, : en effet si i et j sont dans S, alors i ~ ¢, j ~ ¢, p~qgdonci~p
j ~petdonc i~ j.

(e) Observons la chose suivante : supposons que D soit une suite parfaite
de longueur m telle qu’il existe i # j avec D; C D,. On fabrique alors une
nouvelle suite D’ de longueur m — 1 ainsi

1. Sii > jet D; C D; on supprime D;.

2. S’il n’existe pas de couple ¢ > j tel que 1) soit vrai, soit jy le plus petit
des j tels que @ < j et D; C D;. Alors on supprime B; et on met B, a
sa place.

Le point important est que D’ est aussi parfaite. C’est clair dans le premier
cas ¢ > j. Dans le second cas, observons que nécessairement S;, = D;. En effet

SjO = D]O N Hjofl > D]O N Dz = l)Z
Cependant, comme D est une suite parfaite, il existe p < jy tel que S;, C D,.

Cela entraine donc D; C D,. Comme le 1) était exclu, on a donc i < p. Comme
Jo était minimal, on a donc finalement S;, = D;.
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On en déduit que si S; = H,_1 N Dj, alors, puisque S; C S, = D, on a
donc S! = S; et S! est donc complet non vide. Il existait par hypothése p < i
tel que S; = S! C D,. Ensuite, si 7 < ¢ < jo on a

S(I] = Dqﬁ(Hq,1UDjOUDi+1U. . -Uqul) == Dqﬂ<Hq,1UDjO) = SqU(Dqﬁ(DJO\DZ))

Cependant, puisque D, N D, C S; = D, 'ensemble D, N (D,, \ D;) est donc
vide et S;, = 5, si i < g < jo. Donc 5] est complet et est inclus dans un D,
pour au moins un p < ¢. Si par hasard ce p = ¢, comme le nouveau en ¢ est
Dj, O D;on a S, C Dj, a fortiori. Quant aux termes de la suite D’ d’indice
q > jo il est clair qu'ils satisfont S = S,y et le résultat s’ensuit.

Pour terminer il suffit d’appliquer ce passage de D vers D’ de facon ré-
pétée en partant de la suite (B, ..., B,) définie au a) pour arriver a la suite
(C4,...,C) définie au c). La suite (By,..., B,) était parfaite comme on I'a
vu au d), la suite (C1,. .., Cy) lest donc aussi.

Exercice 7.1 On décrit un graphe a 7 sommets {1,2,...,7} par ses 4 cliques
Ch = {4,3,2,1}, Cyp = {5,4,3,1}, Cs = {6,4,3,2}, C, = {7,6,2}.

Dessiner ce graphe, dire s'il est triangulé. Si oui, dire si 'ordre des sommets
(1,2,...,7) est parfait et si I'ordre des cliques (C}, Cy, C3, Cy) est parfait.

Exercice 7.2 On considére le graphe triangulé de sommets {1,2,..., 7} et dont
les arétes sont 12,15,17,23,24,25,27,34,36,37,45,47,67. Donner d'abord une énu-
mération parfaite des sommets (vy, ..., v;), formez ensuite la liste des ensembles
B; décrits dans la démonstration 2 = 3 du Théoréme 7.2 et utilisez I'algorithme
décrit 13 pour construire un ordre parfait des cliques du graphe.

8 Séparateurs minimaux et arbres de décompo-
sition
Donnons dés maintenant une définition essentielle :

Définition 8.1. Soit G = (V, E) un graphe triangulé connexe. On dit que
S C V est un séparateur minimal de G si il existe deux éléments a et b de
V' non adjacents tels que S soit un séparateur minimal de a et b. On appelle
multiplicité du séparateur minimal S lentier v(S) tel que 1 + v(.5) soit égal
au nombre de composantes connexes U de V' \ S telles que de plus S ne soit
pas une clique maximale du graphe induit sur U U S.

Remarques. 1) Etant donnés les sommets non adjacents a et b, il y a en
général plusieurs séparateurs minimaux entre a et b : prendre par exemple le
graphe a 4 sommets 1,2,3,4 d’arétes {1,2},{2,3},{3,4} : alors {2} et {3}
sont deux séparateurs minimaux de a =1 et b = 4.
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2) On a vu au théoréme 6.1 que un tel séparateur minimal de G est né-
cessairement complet. Nous allons voir dans cette section que ces séparateurs
minimaux de G sont en fait les S; qui apparaissent dans le Théoréme 7.2 quand
on considére un ordre parfait entre les cliques maximales. Ils jouent un role
essentiel avec les cliques maximales dans ’analyse et le maniement des graphes
triangulés.

3) Il n’y a pas de séparateur minimal dans un graphe complet.

4) Comme nous ’avons fait en introduisant le terme “cliques maximales”,
nous éliminons toute ambiguité par rapport a une littérature trés diverse en
parlant de “séparateurs minimaux”. Il faut savoir que les statisticiens, quand le
graphe est triangulé, parlent de séparateur tout court, de clique tout court et
de graphe décomposable 1a ol nous parlons de séparateur minimal, de clique
maximale et de graphe triangulé.

5) La notion de multiplicité est assez subtile. Considérons par exemple le
graphe de sommets {1, 2,3, 4,5} défini par ses trois cliques maximales {1, 2, 3},
{1,2,4},{2,5}. On voit facilement qu’il est triangulé et qu’il a deux séparateurs
minimaux {1,2} et {2}. Si on retire S = {1,2} il reste les trois composantes
connexes {3}, {4}, {5}. Il est clair que S n’est pas une clique maximale de
{1,2,3} ni de {1,2,4}, mais que c’est une clique maximale de {1,2,5} : la
multiplicité de S = {1, 2} est donc 1. On voit plus facilement que la multiplicité
de S = {2} est 1. Un bon moyen de vérifier qu’on ne fait pas d’erreur dans le
calcul des multiplicités est le fait que la somme de toutes les multiplicités des
séparateurs minimaux doit étre égale au nombre de cliques maximales moins
un (Corollaire 8.4 ci dessous).

Théoréme 8.1. Soit G un graphe triangulé connexe non complet et (C1, ..., Cy)
un ordre parfait entre les cliques maximales. On note H, = C; U Co U ... C,
et pour tout ¢ = 2,...,k S, = C, N H,_;. Alors pour ¢ > 2 le graphe induit
G, est connexe et (Hy_1 \ Sy, 9, Cy \ S;) est une décomposition de G, au
sens de la section 6, c’est & dire que c’est une partition propre de H, et que
S, est un séparateur complet de (H,—; \ S;,C,\ S;). De plus sia € H,_; \ S,
et be C,\ S, alors S, est un séparateur minimal de a et b.

Démonstration. Nous montrons d’abord par récurrence sur k — ¢ que Gp,
est connexe et que S, est non vide. C’est vrai pour ¢ = k puisque nous avons
supposé GG connexe et que cela entraine trivialement que S est non vide. Si
c’est vrai pour k,k —1,...,¢q + 1, supposons que Gy, ne soit pas connexe.
L’hypothése de récurrence dit que S,;; est non vide; soit A la composante
connexe de H, qui contient S, et B son complémentaire dans H,. Alors A; =
AU C, et B forment une partition de H,.;. Mais puisque cet ensemble est
connexe par ’hypothése de récurrence, il existe a dans A; et b dans B qui
sont reliés par un chemin dans G, ,. Comme C,; est complet, tout chemin
empruntant une partie de Cy i1 \ S;01 = Cyq1 \ A peut étre remplacé par
un chemin dans A, puisque S,1; n’est pas vide. Donc Gy, est connexe. Cela
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entraine que S, n’est pas vide, car sinon (), serait une composante connexe de
Gp,. La récurrence est étendue.

Montrons ensuite qu’on a une décomposition. Pour ¢ fixé, C, \ S, n’est pas
vide : sinon S, C C, et comme il existe p < g—1 tel que S, C C, alors C, C C,
ce qui contredit la définition de clique maximale. H,_; \ S, n’est pas vide non
plus : sinon C; UCy U ...Cy,—y C C, ce qui contredit la définition de clique
maximale. Enfin on a déja montré par récurrence que S, n’est pas vide. Il est
bien complet, comme partie de ’ensemble complet C,,. Finalement, le Lemme
7.3 appliqué a G'y, montre que S, est un séparateur de (H,_; \ S, Cy \ S;).

Montrons enfin que S, est un séparateur minimal. Soit a € H,_; \ 5, et
be C,\ Sy On vient de voir par I'emploi du Lemme 7.3 que S, sépare a et b.
Il existe une partie U C S, qui soit un séparateur minimal de a et b. Comme
Sy C C, pour un certain p < ¢ — 1 il existe un point v € C, \ S, et un chemin
de a a v situé dans le graphe connexe G'y,_,. Si S,_1 n’était pas un séparateur
minimal, il existerait un w € S, \ U. Comme C, est complet on a w ~ b. De
plus w et v sont dans la clique C, et donc w ~ v. Donc, avec le chemin de a
a v et la suite v, w, b on a fabriqué un chemin de a & b qui ne passe pas par U
et donc U n’est pas un séparateur. Le théoréme est complétement montré.

Théoréme 8.2. Soit G un graphe triangulé connexe non complet et (C, ..., Cy)
un ordre parfait entre les cliques maximales. Soit S un ensemble de sommets.
Alors S est un séparateur minimal si et seulement si il existe g dans {2, ..., k}

tel que S = S,. En particulier, un séparateur minimal n’est jamais égal & une
clique maximale.

Démonstration. On a vu au théoréme précédent que S, est bien un sépara-
teur minimal. Inversement, soit S un séparateur minimal de a et b. Alors a et
b sont non adjacents et ne peuvent étre dans une méme clique maximale. Soit
q(b) = min{q; b € C,}, q(a) = min{q; a € C,}, supposons sans perte de géné-
ralité g(a) < q(b) et montrons que S = S;, pour 2,...,q(b). D’abord, b ¢ Sy,
car sinon il existe un p < ¢(b) — 1 tel que b € Sy C C, ce qui contredit la
définition de ¢(b). Donc b € Ry et, selon le Théoréme 8.1 précédent, Sy est
un séparateur minimal de a et b dans G, le graphe induit par H ).

Montrons maintenant que I'on a soit S = Sy, soit S N Syp = 0. On
remarque tout d’abord que S étant complet doit étre inclus dans une clique
Cs,s =2,...,q. Si s était tel que s > ¢(b), cela impliquerait que tout chemin
entre a et b a une portion qui n’est pas dans G et cela contredirait le fait que
Sq@v) est un séparateur minimal de a et b dans Gy(). Donc on a 2 < s < ¢(b)
et S C Hyp). On remarque ensuite que si on avait 0 # S N Syp) # Sy, cela
impliquerait que tout chemin entre a et b doit passer et par S et par Sy, et
donc par SN Sy, qui serait alors un séparateur entre a et b strictement inclus
dans S et Sy). Ceci serait évidemment une contradiction au fait que S et Sy
sont des séparateurs minimaux. On a donc soit S = Sy), soit S N Syp) = 0.

Si S = Syw), le théoréme est prouvé. Si S N Syp = 0, considérons un
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chemin a = vy,...,v,_1, v, = b. Sans perte de généralité on peut supposer
que vp—1 € Sgp), Vn—1 & R et que S sépare a de v,,_;. Comme I’énumération
des cliques est parfaite, cela implique que v, € C},2 <1 < ¢(b) — 1. Soit
q(vp—1) = min{l;v,—; € C;}. Alors, suivant un raisonnement paralléle a celui
suivi pour ¢(b), on voit que v,,—1 € Ry, ;). De plus S et Sy, _,) sont tous
deux séparateurs minimaux de a et v,,_;. On recommence alors le raisonnement,
précédent en remplacant ¢(b) par q(v,—1) pour montrer que soit S = Sy, _,))
soit SN Sg(v,_,) = . Comme I’ensemble des cliques est fini, il existe un ¢ dans
{2,...,q(b)} tel que S = S,.

Finalement, un séparateur minimal S n’est jamais égal & une clique maxi-
male. En effet, il suffit de prendre un ordre parfait (Ci, ..., Cy) de celles ci. On
vient de voir qu’alors il existe ¢ > 2 tel que S = S;. Donc il existe p < ¢ —1
tel que S C (). Si S était une clique maximale alors on aurait a la fois S = C),
et S = C, : contradiction. Le théoréme est donc montré.

Encore un peu de vocabulaire de théorie des graphes. Un arbre est un
graphe (fini et non orienté) qui est connexe et sans cycle. Un sommet d’un
arbre qui n’a qu’un voisin est un bout de I’arbre. Si on distingue dans I’arbre un
sommet r appelé racine, c’est un arbre a racine, et I’ensemble de ses sommets
est alors structuré en ensemble partiellement ordonné par la relation d’ordre
définie ainsi : s < &’ si 'unique chemin d’extrémités r et s’ contient s. Si s # r,
s a un unique parent y(s) défini comme 'unique voisin de s tel que v(s) < s.
Les autres voisins de s sont alors appelés ses descendants. Un arbre a racine
dont tout sommet a 0 ou 2 descendants exactement est appelé un arbre binaire.

Soit alors G = (V, E) un graphe triangulé. Un arbre de décomposition de
G est un arbre binaire & racine dont les sommets sont des parties de V' avec
les contraintes suivantes

1. La racine est V.
2. Si le sommet V; est un bout alors Vj est complet.

3. Si le sommet V; n’est pas un bout, ses deux descendants V; et V5 sont
tels que
(A, 8,B) = (Vi\ Vo, ViNVa, Vo \ 1)

est une décomposition de Gy,, S = V3 NV, est un séparateur minimal de
G et S n’est une clique maximale ni de Gy, ni de Gy,.

L’existence d’au moins un arbre de décomposition pour tout graphe trian-
gulé se montre facilement & partir de I'existence d’au moins un ordre parfait
entre les cliques (voir le Corollaire 8.4 ci dessous). Un arbre de décomposition
n’est pas unique, mais le théoréme suivant donne des caractéristiques com-
munes a tous les arbres de décomposition d’un méme graphe triangulé.

Théoréme 8.3. L’ensemble des bouts d’un arbre de décomposition d’un
graphe triangulé connexe est égal a I’ensemble {C1, ..., Cy} des cliques maxi-
males. En particulier tout arbre de décomposition a le méme nombre £ de
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bouts, et le méme nombre 2k — 1 de sommets. Soit ensuite S ’ensemble des
séparateurs minimaux du graphe. Notons les £ — 1 sommets de 1’ arbre de
décomposition ayant deux descendants par V5,..., Vi, et & tout j associons
S; € S défini comme l'intersection des deux descendants de V;. Alors pour
tout S de S le nombre de j = 2,...,k tels que S; = S est égal a la multi-
plicité de S. En particulier cet entier ne dépend pas de I'arbre particulier de
décomposition considéré.

Corollaire 8.4. Soit (C1, ..., C) un ordre parfait de I’ensemble C des cliques
maximales d’un graphe triangulé connexe, soit S I’ensemble des séparateurs
minimaux du graphe, soit H, = C; U...UC, et, pour ¢ > 2 soit le séparateur
minimal S, = H,_1NC,. Alors pour tout S de S le nombre de ¢ = 2, ...,k tels
que S, = S est égal a la multiplicité de S. En particulier cet entier ne dépend
pas de I'ordre parfait sur C considéré.

Démonstration du Corollaire 8.4. A ’ordre parfait sur C on associe ’arbre
de décomposition dont les sommets sont V' = Hy, H,_1,...,H = C1,Cs, ..., C}
ou H, a pour descendants H, ; et C,.

Démonstration du Théoréme 8.3. On procéde par récurrence sur le nombre
k de cliques maximales. C’est trivial pour £ = 1 et on suppose le résultat vrai
pour tous les graphes triangulés connexes ayant au plus £—1 cliques maximales.
Soit alors un arbre de décomposition du graphe triangulé connexe G' = (V, E)
a k > 1 cliques maximales. [L’ensemble V' n’est donc pas complet et a deux
descendants V; et V5. Soit S = Vi N V5 le séparateur minimal correspondant.
Les graphes induits Gy, sont triangulés.

Si C' est une clique maximale de GGy, montrons que c’est une clique maxi-
male de G (par définition d’un arbre de décomposition, elle n’est pas égale a
S). En effet sinon il existerait une clique maximale C’ O C' de G contenant
un point v de V5 \ S. Comme C’ est complet, v est adjacent a tous les points
de C. Comme C' # S, il existerait u € C'\ S qui est adjacent & v et donc S
ne séparerait pas u et v. Donc finalement les cliques maximales de Gy, sont
des cliques maximales de GG et I’ensemble C; des cliques maximales de Gy, est
disjoint de celui de G'y,, noté C,.

Montrons que C; U Cy, = C. Sinon il existerait une clique maximale C'
contenant un point @ € Vi \ S et un point b € V5 \ S. Alors a et b seraient
adjacents et S ne les séparerait pas : contradiction. L’hypothése de récurrence
entraine déja que I’ensemble des bouts de I’arbre de décomposition est égal a
C.

Montrons ensuite que si S est un séparateur minimal de Gy, alors c’est un
séparateur minimal de GG. En effet, soient a et b dans V) séparés par S; dans
Gy, . S’ils n’étaient pas séparés par S; dans G, il existerait un chemin de a a
b dans G ne passant par S;. Ce chemin utiliserait un point v € V5 \ S. Or a
et v sont séparés par S, et b et v sont séparés par S. Donc le chemin de a & b
passant par v comprend dans cet ordre a, s,v, s’, b avec s et s’ dans S. Comme
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s et s’ sont adjacents on fabriquerait ainsi un chemin de a & b entiérement situé
dans V] et ne touchant pas 57, contradiction. Il est ensuite trivial de constater
que S; est non seulement un séparateur pour Gz, mais un séparateur minimal.

Envisageons enfin la question des multiplicités des séparateurs minimaux.
Soit p; le nombre de composantes connexes C' de V; \ S telles que S ne soit pas
une clique maximale du graphe induit sur C' U S.

Si p; = 1, cela entraine que S n’est pas un séparateur minimal de Gvy,.
En effet si S était séparateur minimal de Gy, il existerait a et b dans V; non
adjacents séparés par S et donc a et b seraient dans deux composantes connexes

Si p; > 1 alors de méme S est un séparateur minimal de V; \ S (car
cette fois il existe a et b dans V; dans deux composantes connexes de Gy, ).
D’aprés I’hypothése de récurrence, la multiplicité p; — 1 du séparateur S de
Gy, est égale au nombre de fois ot S apparait comme intersection de deux
descendants dans le sous arbre de sommet 1/ dans I'arbre de décomposition
initial. En procédant de méme avec V5 on voit le nombre de fois ou S apparait
comme intersection de deux descendants dans I’arbre de décomposition initial
est (p1—1)+(p2—1)+1 = v(S). La récurrence est donc complétement étendue
et le théoréme est montré.

Soit alors G = (V, E) un graphe triangulé connexe et soit C ’ensemble
de ses k cliques maximales. Un arbre de jonction de GG est un arbre dont les
sommets sont tous les éléments de C avec les contraintes suivantes : si C et C’
sont distincts dans C, soit C' = Cy, C4, ..., Cy = C' 'unique chemin de C a C".
Alors pour tout 7 =0,...,son a

cnc' ca;. (8.24)

Théoréme 8.5. Soit un arbre de jonction pour un graphe triangulé connexe.
Soit S un séparateur minimal du graphe. Alors le nombre d’arétes {C,C’} de
Parbre telles que S = C' N C’ est égal a la multiplicité de S. En particulier,
C' N C" est un séparateur minimal pour toute aréte {C, C'}.

Démonstration. Soit {C, C'} une aréte de 'arbre de jonction. Si on supprime
cette aréte, I’arbre est scindé en deux sous arbres T et 7. Notons par V et
V'’ T'union des cliques maximales sommets de T et 7" respectivement. Soit
S=CNC"c VNV’ On voit d’abord facilement que S =CNC' =V NV
En effet si v € C'N C" il existe des cliques maximales Cy et C{ de T et
T" respectivement telles que v € Cy N C{. L'unique chemin dans I'arbre de
jonction reliant Cy et C{, passe par C' et C" et d’aprés la propriété 8.24) des
arbres de jonction on a v € CNC".

Nous montrons ensuite qu’alors S = C'N C’ est un séparateur entre A =
V\Se B=1V\S Comme S est complet (intersection de deux cliques
maximales), c’est dire que (A, S, B) est une décomposition. Soit donc a € A
et b € B et un chemin (a = vy, vy,...,vs = b) reliant a et b dans le graphe
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triangulé. Supposons que ce chemin ne touche pas S. alors nous montrons par
récurrence sur ¢ que v; € A : c’est vrai pour i = 0 par définition. Si vrai pour
vi_1 avec 1 <7 < s soit Cy une clique maximale contenant v;_; et v;. Puisque
vi_1 € A alors Cy C V, et donc v; € V. Puisque le chemin ne touche pas S,
alors v; € A et la récurrence est étendue. Mais si on 'applique & i = s on
obtient la contradiction b € A.

Nous vérifions ensuite que S est minimal. Pour cela nous prenons (a, b) €
(C'\ S) x (C"\ S) et nous montrons que S est un séparateur minimal de a et
b. S’il n’en efait pas ainsi, il existerait un séparateur U de a et b contenu dans
S et un w € S\ U. Mais le chemin (a,w,b) évite U : contradiction.

Montrons ensuite que le nombre d’arétes {C,C"} de I’arbre de jonction
telles qu’'un séparateur minimal donné S satisfasse S = C' N C’ est exactement
égal a sa multiplicité v(S). On le montre en créant un arbre de décomposition
a partir de l'arbre de jonction. Prenons d’abord une aréte {C,C’} quelconque
de I’arbre de jonction et soit 7" et 7" les sous arbres crées comme ci dessus, et V'
et V' les unions des cliques maximales de 7" et 7. On a vu que (V'\ S, S, V'\ S)
est une décomposition du graphe triangulé. En réitérant le procédé avec T' et
T’ on crée un arbre de décomposition dont les sommets V; & deux descendants
sont en bijection

‘/1 = (b(‘/l) = {CV17C(/1}

avec les arétes de I’arbre de jonction et tel que l'intersection des deux descen-
dants de V; soit le séparateur minimal S égal & I'intersection des deux cliques
maximales {Cy,, CY. }. Le théoréme 8.5 montre alors que le nombre de fois ou
le séparateur minimal S apparait comme intersection des deux cliques d’une
aréte de l'arbre de jonction est la multiplicité v(S), nombre de composantes
connexes du graphe privé de S, moins un.

9 Graphes triangulés et matrices définies posi-
tives

Nous allons donner dans cette section une remarquable caractérisation des
graphes triangulés, due a Grone, Johnson, Sa et Wolkovitz. Pour cela, partons
d’un graphe G = (V, E), triangulé ou non, avec V = {1,...,n}. On note E
Pensemble des (i,7) € V x V tels que ou bien i = j ou bien {7,j} € E. Une
matrice incompléte associée & G est la donnée d’une fonction réelle sur E, soit
A = (aij); jep- Elle est dite symétrique si a;; = aj;. On dit que la matrice
B = (b;;)ijev prolonge A si bj; = a;; pour (i,j) dans E. Nous remarquons
d’abord le résultat suivant :

Proposition 9.1. Soit A une matrice symétrique incompléte associée a G et
soit A I’ensemble des matrices symétriques définies positives B qui la prolonge.
Alors
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1. L’ensemble A des matrices symétriques positives B qui prolongent A est
compact.

2. Il existe une et une seule matrice A € A telle que les coefficients de A1
extérieurs a F sont nuls. De plus

det A = max{det B; B € A}.

Exemple 9.1. Donnons un exemple avant de montrer la proposition. On prend
le graphe triangulé

1 2 3 4 5
o————0————0————0————20

La proposition dit qu’on peut trouver au plus une famille de nombres x et y

tels que
-1

1 1 2 z = y y 0 00
1 2 2 x «x y yy 00
A:x233x:0yyy0
r x 3 4 4 00 v vy y
r xr x 4 5 000 vy y

On verra plus tard au Théoréme 9.5
que sur cet exemple on est stir que A est non vide et on apprendra & calculer
les x et y au Théoréme 9.6.

Démonstration. 1) On munit comme d’habitude 'espace des matrices sy-
métriques réelles d’ordre n de la structure euclidienne (B, B') = tr (BB’). On
sait que le cone des matrices positives ) est fermé. Donc A est fermé, comme
intersection de ) et d’une variété affine. Enfin si B = C? € Q) prolonge A
alors ||C||? =tr B = aj; + - - - + apy, et donc ensemble des C' € 2 tels que C?
prolonge A est donc borné. Comme C' +— C? est continue, A est donc compact.
Montrons que A est la fermeture de A.

2) A est l'intersection, supposée non vide, du cone des matrices symétriques
définies positives avec un espace affine. De plus la fonction B +— logdet B est
strictement concave et sa différentielle sur ’espace F' des matrices symétriques
qui prolonge la matrice incompléte nulle est

H—trHB™!.

Cette fonction atteint donc son maximum sur le compact A. Comme elle est
nulle sur A \ A, elle atteint son maximum sur l’ouvert convexe A. D’aprés la
stricte convexité c’est atteint en un seul point 121, qui satisfait a la conclusion
de la proposition.

Nous allons maintenant examiner & quelles conditions sur A et G I’ensemble
A ci dessus est non vide. Il est clair que si C' est une clique maximale de G
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alors la matrice carrée Ac = (a;;)ijec est définie positive si A est non vide.
Inversement, supposons que Ac soit définie positive pour toutes les cliques
maximales de G. Pouvons nous affirmer que A se prolonge en une matrice
symétrique B définie positive ? Réponse : non si G n’est pas triangulé (c’est
a dire que si GG n’est pas triangulé, on peut trouver une matrice incompléte
A telle que les A soit définies positives mais improlongeable en une définie
positive), et oui si G est triangulé. Le premier résultat est le plus facile des
deux et dépend de la proposition suivante :

Proposition 9.2. Soit n un entier et A = (a;;)1<; j<, Une matrive symétrique
positive telle que a;; = 1 si |i — j| < 1. Alors a;; = 1 pour tous i et j.

Démonstration. C’est trivial pour n = 2. Pour n = 3 on a det A = —(1 —
ai3)? > 0 et donc a3 = a3 = 1. Soit alors n > 4 fixé. Nous allons montrer par
récurrence sur k que pour tout k < n et pour tous i, j tels que |i — j| < k on a
a;; = 1. C’est I’hypothese pour & = 1. Si vrai pour k <n—1soit j =1+ k+1.
Considérons la matrice extraite de A formée des lignes et colonnes i, i+k, j. Elle
est positive d’ordre 3. D’apres I’hypothése de récurrence a; ;41 = a;41; = 1 et
la diagonale est 1 : d’apreés le cas déja étudié n = 3 on a a;; = 1 et la récurrence
est étendue. En I'appliquant a £ = n — 1 cela termine la démonstration de la
proposition.

Théoréme 9.3. Soit G = (V, F) un graphe non triangulé avec V = {1,...,n}.
Alors on peut choisir une matrice symétrique incompléte A associée a G telle
que Ac soit positive (respectivement : définie positive) pour toute clique maxi-
male C' et soit non prolongeable en une matrice symétrique positive (respecti-
vement : définie positive).

Démonstration. Puisque G est non triangulé, il existe donc un cycle sans
corde de longueur p > 4. Sans perte de généralité on suppose que c’est
(1,2,...,p,1). Prenons alors la matrice symétrique incompléte A définie par
ajjq1 = lpoures=1,2,...,p—1,a1p, = -1 a; =1poure=1,2,...,net
a;; = 0 pour le reste de E. Alors A satisfait les hypothéses du théoréme dans
le cas positif. En effet, pour toute clique C alors C' N {1,2,...,p} a 0,1 ou 2
éléments. Si c’est 0 ou 1 alors Ac est une matrice identité et est positive. Si
c’est 2, alors

Aczdiag(“ i],1,...,1)

avec € = —1 si {1,p} est inclus dans C' et ¢ = 1 dans les autres cas. Ax est
donc encore positive dans ce cas.

S’il existait un prolongement positif, alors d’aprés la Proposition 9.2 on
aurait a;; = 1 pour tous 1 < 4,57 < p, ce qui est faux pour ¢ = 1 et j = p.
Ensuite, pour traiter le cas défini positif, considérons la méme matrice incom-
pléte A et A, = A+el, avec € > 0. Alors les (A.)c sont définis positifs. Si pour
tout € > 0 A, était prolongeable en une matrice symétrique définie positive
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B alors, par compacité (voir Proposition 9.1 partie 1), on pourrait trouver
une suite €, tendant vers 0 telle que B, converge vers une matrice B, qui
évidemment prolonge A et est symétrique positive. On a vu qu’un tel B ne
peut exister et la premiére partie est donc montrée.

Pour étudier la méme question dans le cas ol GG est triangulé, nous énoncons
maintenant une importante propriété des graphes triangulés due a Lueker,
Rose et Tarjan (1976).

Proposition 9.4. Soit G = (V, E) et G' = (V, E’) deux graphes triangulés sur
le méme ensemble V' de sommets tels que £ C E’. Alors on peut trouver une
suite croissante £ = Ey C Fy C --- E, = E’ telle que pour tout i = 1,...,s le
graphe G; = (V| E;) soit triangulé et E; \ F;_; soit réduit & une seule aréte.

Démonstration. Voici la démonstration de Lauritzen (1996). On procéde
par récurrence sur la taille n de V' en supposant le résultat vrai pour tous
graphes triangulés & n — 1 sommets, et on le montre maintenant pour n. Il
suffit évidemment de montrer 'existence de E;. Comme G = (V,E) n’est
pas complet, le lemme de Dirac (Lemme 6.1) garantit I’existence de deux
sommets simpliciaux u et v non adjacents. Considérons alors les quatre graphes
G, G, G,, G induits par G et G' sur V \ {u} et V \ {v}. Si G, = G, et
G, = G, c’est dire que G et G’ ne différaient que par I’aréte {u,v}. Sinon,
supposons par exemple G, # G’,. L’hypothése de récurrence (rappelons qu’un
graphe induit d’un graphe triangulé est triangulé) entraine alors 'existence
d’une aréte {w, t} de G/, non située dans G, telle que le graphe

Go = (V\{u}, Bv\fuy U {{w, t}}
soit triangulé. Comme u est simplicial dans G' ’ensemble S de ses voisins dans
G est complet. Par conséquent la partition propre de V' suivante

VA (SU{u}), 5, {u})

définit une décomposition du graphe
Gi=(V\,EU{{w,1}})

qui est donc décomposable, ou triangulé d’aprés le Théoréme 6.3. La proposi-
tion est donc montrée.

Théoréme 9.5. Soit G = (V, E) un graphe triangulé avec V = {1,...,n}.
Alors pour toute matrice symétrique incompléte A associée & G telle que A¢x
soit positive (respectivement : définie positive) pour toute clique maximale C,
il existe une matrice symétrique B qui la prolonge et soit positive (respective-
ment : définie positive).

L’exemple 9.1 illustre ce théoréme : il y a 4 cliques maximales C; = {i,i + 1}
avec 1 = 1,2, 3,4 et les matrices

i
ACi_li i—l—l]



9. GRAPHES TRIANGULES ET MATRICES DEFINIES POSITIVES 35

sont définies positives. Donc ’ensemble A de la Proposition 9.1 est non vide.

Démonstration.

Le graphe G est donc triangulé. Dans la Proposition 6.9 nous prenons G’ =
(V,E') comme le graphe complet. Nous montrons le résultat 2) du théoréme
par récurrence sur la taille k de E'\ E. Si k = 0 c’est trivial. Supposons le
résultat vrai pour k—1, donc en particulier pour le graphe GGy de la Proposition
8.4. Notons par {u,v} I'unique aréte de G; qui n’est pas dans G.

Nous montrons d’abord qu’il y a une et une seule clique maximale du graphe
G qui contient I'aréte {u,v}. S’il y en avait 2, disons C' et C’, je dis qu’alors
CUC’ serait complet, et donc puisque C' est maximal C' = C’. Soit donc z € C
et 2/ € C', et montrons que {z, z'} est une aréte de G. Si (2, u, 2/, v) est formé
de 4 points distincts, alors ils forment un cycle, car {z,u} {u, 2’} {2',v} et
{v, z} sont des arétes de GG;. L astuce est que ce cycle de GGy est aussi un cycle
de G. Le graphe G étant triangulé, le dit cycle a donc une corde dans G. Ce
ne peut étre {u, v} qui n’est pas dans E. C’est donc {z, 2’} qui est la corde, et
est une aréte de G et donc de GG;. Dans le cas ou (z,u, 2’,v) n’est pas formé
de 4 points distincts, la discussion est triviale.

Soit Cy la clique maximale ci dessus contenant {u,v}. Sans perte de gé-
néralité nous supposons u = 1,v = 2 et Cy = {1,2,...,m + 2}. Nous avons
supposé le résultat vrai pour (G1, c’est a dire que si A; est une matrice symé-
trique incompléte associée a G telle que (A;)c est positive (respectivement :
définie positive) pour toute clique maximale de Gy, alors il existe une matrice
B symétrique positive (respectivement : définie positive) qui la prolonge. Nous
partons ensuite d'une matrice A symétrique incompléte associée & G (telle que
A¢ est positive ou définie positive pour toute clique maximale de GG) et nous
devons I’étendre & une matrice A; symétrique incompléte associée & GGy telle
que (Ap)c est positive ou définie positive pour toute clique maximale de G.
Cela signifie que, étant donnés une matrice positive symétrique C' d’ordre m,
deux vecteurs colonnes bV et @ d’ordre m et deux nombres aj; et agy tels
que les deux matrices par blocs d’ordre m + 1 suivantes

t1,(1) t1,(2)
a1 b 929 b
312[()(1) C ], BQZ[b@) C ]

soient positives, alors il est possible de trouver un nombre a5 tel que la matrice
d’ordre m + 2 suivante

a1 a2 tp®)
B=| a2 ax ty2)
A 2 ¢

soit positive ou définie positive. La matrice incompléte A; associée a (G ainsi
construite aura les propriétés voulues. En effet, si C' est une clique maximale
de G alors ou bien elle contient {u,v} et donc C = Cy et (A1)c = B. Ou
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bien elle ne contient pas {u,v} et c’est donc aussi une clique maximale de G
et donc (A1)c = Ac est positive ou définie positive par hypothése sur A.

Sans perte de généralité on peut supposer C' diagonale (sinon, multiplier B
de chaque coté par une matrice diag(1, 1,U) avec U bien choisi dans le groupe
orthogonal d’ordre m. Si C' = diag(cy, o, ..., ¢ ), sans perte de généralité on
peut supposer les ¢; > 0 (car si ¢; = 0, alors b(Mi = bl(?) = (0 puisque B; et
B, sont positives). On écrit pour simplifier B par blocs, avec des notations
évidentes, et on I’écrit comme un produit de triangulaires et de diagonale par
blocs :

B:la tﬁ]:l& tﬁc—lua—wc—lﬁ oH I 0]
8 C 0o I, 0 cl|lcg I, |

Il est clair alors que B est positive ou est définie positive en méme temps
que

m (b)) s WUy
t -1 o 11 =1 Ci 12 =1 Cci
o — ﬁC ﬁ— . b(.l)ll)(?) . (b(.27j)2 (925)
aip = S, B gy, O

C; Ci

Rappelons alors une formule classique d’algébre linéaire qui se démontre
par récurrence sur m :

a by by ... by
bl C1 0 0 m b2
det | b 0 ¢ ... 0 |=ci...cn(a=D_ ). (9.26)
... 0 0 i=1 G
b, 0 0 ... cn

Cette formule montre que les éléments diagonaux de 10.48) sont > 0 si B
et By sont des matrices positives, et qu’ils sont > 0 si By et By sont définies
(1),(2)
positives. Par conséquent, en choisissant par exemple a5 égal & > 7", %
alors 10.48) est bien positive ou définie positive et le théoréme 9.5 est montré.

Nous allons maintenant énoncer un résultat beaucoup plus précis que la partie
"définie positive" du théoréme précédent. Avec les notations de la Proposition
9.1, et dans le cas d’un graphe triangulé, ce théoréme donnait les conditions
nécessaires et suffisantes sur la matrice incompléte A pour que le cone A soit
non vide (& savoir que les Ao soient définis positifs pour toutes les cliques
maximales C'). La Proposition 8.1 affirmait alors 'existence d’une matrice
unique A de A telle que A~! ait ses entrées nulles dans V x V \ E. Dans
le cas d’un graphe triangulé, le théoréme suivant donne en fait une formule
explicite pour A. Pour énoncer celle ci, adoptons la notation suivante : Si
C cV =A{12,...,n} et si M = (m;;);jec est une matrice carrée dont
les coefficients sont indexés par C, on notera (M), la matrice (m; ;); jev qui
prolonge M et est telle que m; ; = 0 si ¢ ou j ne sont pas dans C.
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Théoréme 9.6. Soit G = (V, E) un graphe triangulé connexe, avec V =
{1,2,...,n}. Soit C et S les familles des cliques maximales et des séparateurs
minimaux, et soit v(S) la multiplicité de S € S (c’est a dire que 1 + v(S)
est le nombre de composantes connexes U du graphe Gy\g telles que S n’est
pas une clique maximale de S U U). Soit ensuite A une matrice symétrique
incompléte associée a (G telle que Ao soit définie positive pour toute clique
maximale. Alors la matrice A définie a la Proposition 8.1 est donnée par

AT = (A — DD w(S)(Aghe (9.27)
ceC SeS
det A = [ det Ag ] det Ag". (9.28)
ceC Ses

Exemple 9.2. On prend ’exemple du graphe de 'exemple 9.1 et de la matrice
incompléte

— =
N DN
W W N

4
5

Les cliques sont C, = {q,q + 1}, ¢ = 1,2,3,4 et les séparateurs sont S, =
{q}, ¢ =2,3,4, tous de multiplicité 1. On a donc

e~ s W

2 -1 00 0 0 0 0 00
-1 1 000 0 32 -1 00
A = 0 0 00O0O|+]0 —1 1 00
0 0 000 0 0 0 00
0 0 000 0 0 0 00
00 0 0 O 000 0 0
00 0 0 0 000 0 0
+ |00 43 -1 0[4+|000 0 0
00 -1 1 0 000 5/4 —1
00 0 0 0 000 -1 1
0 0 0 0 0
01/2 0 0 0
— o 0o 1/3 0 0
0 0 0 1/4 0
00 0 0 0
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Exemple 9.3. On prend le graphe a 5 sommets V' = {0,1,...,4} avec 4
arétes C, = {0, ¢}. C’est un arbre, donc les arétes sont les cliques maximales
et le graphe est triangulé. Il n’y qu’un séparateur, qui est S = {0}. Comme le
graphe privé de S a 4 composantes connexes, le séparateur S est de multiplicité
3. Considérons la matrice incompléte A adaptée a ce graphe

1111
1

o

I
el )

—_

1

Alors A_q1 = [ _11 _21 ] et Ag' = 1/2. Donc on a

1 -1 000 1 0 -100
-1 2 000 0 0 0 00O
At = 10 0 000|+|-10 2 00
0O 0 000 0O 0 0 00O
1 0 0 00O0] | 0O O 0 0O ]
1 00 -1 0] [ 1 000 —1] %OOOO
0 00 0 O 0 000 O 000O0O0
+ 0o 0o 0o O0Ol+] 0 000 O/ |=3L00000
-1 0 0 2 0 000 O 000O0O0
1 0 00 0 0] | ~-1000 2 | 00000
2 -1 -1 -1 -1
-1 2 0 0 0
= -1 0 2 0 0
-1 0 0 2 0
| -1 0 0 0 2
Démonstration. Munissons C d’un ordre parfait (C1, ..., Cy). On sait d’aprés
le Corollaire 8.4 que si H, = C; U... U, alors la suite des S, = H,_1 N C},
avec ¢ = 2,...,k prend ses valeurs dans S et que v(S) est le nombre de ¢ tels

que S = S;. Nous devons donc montrer que

AT = ZI(AEJ)O_Z(AE;)O (9.29)

q=2
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k k
det A = I det Ac, ] det qul. (9.30)

q=1 q=2

Nous montrons alors le résultat par récurrence sur le nombre k de cliques
maximales. Le résultat est trivial pour £ = 1. Supposons le vrai pour k£ — 1.
On s’appuie alors sur le résultat d’algébre linéaire :

Proposition 9.7. Soit x une matrice symétrique définie positive écrite par
blocs :
T11 Ti2 T3
T = | T21 T2 T23
T31 T32 L33

Alors il y a équivalence entre les faits suivants :
1. On a T3 — .7712.1’2721.1’23.
2. On a (l‘_l)lg = U.

.. . To2 T23 T11 Ti2
Dans ces conditions, si on note rx = et xy = , alors
T32 T33 T21 T22

on a les égalités

det x det 9y = det xp; det x, (9.31)
1 0 0 0
x—lzlgM 8]+[8 21]— 0 2% 0. (9.32)
K 0 0 0

Acceptons quelques instants cette proposition, et appliquons la a la décom-
position par blocs de x = A correspondant & Hy_1 \ Si pour le bloc 1, & Sy
pour le bloc 2 et a Cy \ Sy pour le bloc 3. On voit qu’avec les notations de la
proposition on a x9y = Ag,, vy = Ag, et enfin que

T = AHk—l'

On est alors en position d’appliquer I’hypothése de récurrence a la matrice
incompléte B qui est la restriction & H,_; de la matrice incompléte A, puisque
Gp,_, n'a que k — 1 cliques. B existe donc et satisfait

T

1 k—1

A

B~ = Y (Ac)o — Y (As)o (9.33)
q=1 q=2
A k-1 k-1
det B = det A, [] det Ag. (9.34)
q=1 q=2

D’aprés P'unicité de B garantie par la Proposition 9.1, on a B = AHk—l' La
Proposition 9.7, 9.33) et 9.34) permettent de passer a 9.27) et 9.28), qui sont
donc montrés.
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Démonstration de la Proposition 9.7. Elle utilise la formule

[ ][0 [ 8 [ 2] o0

appliquée aux matrices A = [ ?1 ?3 1 , BT = [o1, 3] et C' = [199]. Pour
31 T33

éviter des expressions monstrueuses, nous adoptons la notation suivante : pour
i, 7,k dans {1,2,3} on note

T(i)k = Tij — TikTpp Thy, (9.36)

qu’il n’est pas difficile de mémoriser.
Puisque

BT C XT Y

ou les X et Y sont des matrices qu’il est inutile de spécifier ici, on obtient

B N

31 T33 T32

lA B]IZ[(A—BClBT)I X]

-1
T(11)2 T(13)2
T31)2 T(33)2

L est

Cette égalité montre I’équivalence annoncée, puisque I’entrée (1,3) de z~
T(13)2 = T13 — T12T5y Ta3.
Pour démontrer la fin de la proposition, on utilise I'identité suivante, hi-

deuse mais efficace.

1 x5 0 ranz 0 zas)pe 1 0 0
r=10 1 0 0 w9 O Ty 1 Tpsaoy | . (9.37)
0 1‘32.1‘2_21 1 l‘(gl)g 0 l‘(gg)g 0 0 1

Elle ne prend pas longtemps a vérifier. Ensuite, si on suppose que z(13)2 = 0,
la matrice centrale du second membre de 9.37) devient diagonale et comme en
général

1 a 017" 1 —a 0 10o071" 10 0
010 =10 10|, ]a16%b =|—-a 1 =b|,
0b 1 0 —b 1 00 1 00 1

la matrice x est facile & inverser. On obtient donc l'inverse z~ ! :

-1 -1
T(11)2 —Tm

-1 -1

—1

y2L12%22 0

o -1 —1 + 5l -1 ot SR B —1
Loz T21L(11)9 Loz L21L(11)2T12L22 T Loz L23L(33)2L32Lo2 T L2 L (33)2U32L22

—1 —
0 —T99 l‘23$(33)2 33

(9.38)
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A ce point, on utilise la formule 9.35) appliquée & la matrice xx en prenant
A =211, B =215 et C = x95. Cela nous donne la formule explicite pour xl}l :
—1

-1 —1
-1 La1)2 “T11)2%12%22

ZEK: Y

—37521$21$(111)2 Ty $21$(111)2$12$§21 + a3
et une formule similaire pour x,; obtenue en changeant 1 en 3. En comparant
avec 9.38), la formule 9.32) est montrée.

Reste a montrer la formule 9.31) sous I’hypothése z(32 = 0. Dans ce
cas la formule 9.37) donne detx = det 29y det r(11)2 det z(33)2. Cependant la
formule 9.35) appliquée & A = x17, B = 12 et C' = 9y donne detzg =
det z9o det w(11)2. De méme, det xx = det x9, det x(33)2. Donc 9.31) est montré,
ce qui achéve la démonstration de la Proposition 9.7. A noter que ’exercice
2.3 fournissait une démonstration probabiliste de 9.31).

Remarque. La formule 215 = 21225, 223 de la Proposition 9.7, contient un
algorithme pour calculer directement fl, alors que le Théoréme 9.6 ne donnait
que A1 et qu’il peut étre pénible de calculer I'inverse d’une grande matrice.
Cet algorithme n’utilise que des inverses de petites matrices, de la forme Ag
ol S est un séparateur minimal du graphe triangulé. On part d’un ordre par-
fait (C1,...,Cy) entre les cliques, et on note (Ss, ..., Sk) la suite associée de
séparateurs minimaux. On applique i3 = Z12%5y o3 au cas ol le bloc 1 est
défini par Cy \ Ss, le bloc 2 est défini par S et le bloc 3 est défini par Cy \ S5.
Ainsi la partie de A correspondant & C \ Sy x Cy \ Sy se trouve t-elle déter-
minée, au prix de I'inversion de x9s = Ag,. La matrice A est donc maintenant
connue sur Hy X Hy, avec Hy = C7 U Cy. De méme on détermine la partie de
A correspondant a H; \ S5 x C3\ S35 au prix de 'inversion de x99 = Ag,, et la
matrice A est donc maintenant connue sur H; x Hs, avec Hy3 = Hy U (5. Et
ainsi de suite.

Revenons a l’exemple 9.2. L’ordre (C1, Cy, C3, Cy) est parfait. Notons A=
(aij)1<ij<k- En appliquant la procédure précédente on obtient successivement

1
a13:1><§><2:1
a14_ o _1 1 . 1
) = Lol
CL15_ [ 1 1 1
Q95 = 2 x1x4: 2
ass | | 3 3

Exercice 9.1. Voici une matrice incompléte A d'ordre 8. Trouver le graphe trian-
gulé a huit sommets auquel elle est associée, ses cliques maximales, ses séparateurs
minimaux et leurs multiplicités respectives. Vérifier que A satisfait les hypothéses
du théoréme 9.6. Trouver ensuite A~'. (Ici, le calcul direct de A par I'algorithme
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expliqué ci dessus est laborieux : il est plus simple d'inverser A~ par Maple).

(2 3
36 8
8 12 15
A 15 20 24
24 30 20 15
20 14 7
7 4
15 8

Exercice 9.2. Dans |'exemple 9.3 calculer A sans utiliser le calcul fait de A1,
mais au contraire |'algorithme décrit ci dessus.

Exercice 9.3. Soit le graphe A,, a n sommets

1 2 3 n
0O———0———0:0—— — 0O
Soient ry,...,7, des nombres positifs, t; = 3", 1/r;, a;; = min(t;,t;), et la

matrice incompléte A = (a;;); jcjz associée au graphe. Montrer que A satisfait

aux hypothéses du Théoréme 9.6, et calculer A~! et A (I'exemple 9.2 est le cas
particulier n =5 et r; = 1).

Exercice 9.4. Si (G est triangulé connexe et si i est un sommet, montrer que le
nombre de cliques maximales contenant i est égal a un plus la somme des multi-
plicités des séparateurs minimaux contenant i. Méthode : appliquer le Théoréme
9.6 a une matrice incompléte A diagonale quelconque.

10 Intégrales et cones liés & un graphe triangulé

Commencons par montrer un résultat de nature géométrique. C’est une
application simple de I'ordre parfait entre les sommets & la recherche des gé-
nératrices extrémales des cones Py et Qg (Une demi droite D = {AX; )\ > 0}
d’un cone fermé convexe C' dans un espace normé est appelée une génératrice
extrémale de C si X = X'+ X" avec X’ et X” dans C n’est possible que si X’
et X” sont dans D.)

Théoréme 10.1. Soit G = (V, E) un graphe triangulé connexe, avec V =
{1,...,n}. Soit Py (resp Pg) le cone convexe ouvert (resp. fermé) des matrices
symétriques définies positives (resp. positives) y = (vi;)1<i j<n telles que y;; = 0
sii#jet{i,j} ¢ E. Soit Qg (resp Pg) le cone convexe ouvert (resp. fermé)
des matrices incomplétes symétriques x = (a:ij)@ Dek telles que z¢ soit définie
positive (resp. positive) pour toute clique maximale C' de G. Alors Q¢ est le
cone dual ouvert de Pg, c’est a dire que

Qc = {yitr(zy) >0 Vo € Po\ {0}}. (10.39)
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De plus
— Si y € Pg alors y engendre une demi droite extrémale si et seulement si
y est de rang 1 et si et seulement si il existe une clique maximale C' et

une matrice b = (by, ..., b,) non nulle telle que b; = 0 si i ¢ C tels que
y = bT'b. Tout élément de Py est somme d’au plus n éléments de Pg de
rang 1.

— Si x € Qg alors z engendre une demi droite extrémale si et seulement si
x est prolongeable en une matrice de rang 1 et si et seulement si pour
toute clique maximale C' alors z¢ est de rang 1. Tout élément de Qg
est somme d’au plus n éléments de Q¢ appartenant a des demi droites
extrémales.

Démonstration. Elle se fait en trois parties : les extrémales de Pg, celles de
Q¢ et la dualité. 11 est clair que Pg et Q¢ sont les fermetures de Py et de Q.

LES EXTREMALES DE Pg. Si y dans Pg est de rang 1, alors il existe b7 =
(by,...,b,) non nulle telle que y = bbT. Soit S = {i; b; # 0}. Alors S est
complet, car si il existe ¢ et j dans S tels que {7,j} ¢ E, alors y;; = bb; =
0, contradiction. Une clique maximale C contenant S a donc les propriétés
voulues. Pour voir que si y = bb” alors D = {\y; A > 0} est une génératrice
extrémale, on écrit bbY = 3 + y" avec 3/ et y” dans Pg. Pour tout a7 =
(ay,...,a,) tel que a’b = ab; +---+ a,b, = 0 on a donc

0= (aTb)2 — aTy/a+aTy//a

et donc a’y'a = a’y'a = 0 a cause de la positivité des matrices y’ et y”.
Comme c’est vrai pour tout a orthogonal & b dans IR" euclidien canonique
cela montre que 3 et y” sont dans D.

Inversement soit y € Py et montrons qu’on peut I’écrire comme somme d’au
plus n éléments de rang 1 de Py linéairement indépendants. Ici interviendra
le fait que G est triangulé. On procéde par récurrence sur n. C’est trivial pour
n = 1 et on suppose le résultat vrai jusqu'a n — 1. Sans perte de généralité,
d’aprés le Théoréme 7.2 on suppose que (1,2,...,n) est un ordre parfait entre
les sommets. Soit & = max{j;y;; # 0}. Alors y;; = 0 si i ou j est > k. Si
k < n on applique I’hypothése de récurrence au graphe induit sur {1,...,k}.
Si k = n on écrit

la b | Ly byt a=by ot 0 I,y 0
O 7S I 0 Yon | | Yp0" 1

ce qui montre que a — by, 1b" est positive d’ordre n — 1. Ensuite, comme n est
simplicial (le point crucial), si b = (b, ...,b,_1) alors b; # 0 entraine j ~ n

car y € Pg. Donc si b = (by,...,b,_1,y,) on a donc by # 0 et y%ﬂbobOT € Pg..

Donc -
a—by-lbT 0 1

nn
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Il est clair que les deux matrices du second membre sont dans P et sont
linéairement indépendantes. On peut alors appliquer ’hypothése de récurrence
a a— by, b7 et au graphe triangulé induit sur {1,...,n — 1} et le résultat est
montré. Il entraine que les génératrices extrémales ont la forme indiquée.

LES EXTREMALES DE (J;. Commencons par montrer la derniére partie. C’est
trivial dans un sens : si © = (z;;) est la restriction d’'une matrice de rang 1,
alors x¢ est certainement de rang 1 pour toute clique maximale. Inversement,
nous allons montrer par récurrence sur le nombre £ de cliques maximales de GG
le résultat suivant : si x € Qg est telle que z¢ est de rang 1 pour toute clique
maximale C, alors il existe une matrice symétrique positive de rang 1 dont
x est la restriction. Pour £ = 1, c’est trivial. Supposons le résultat vrai pour
k — 1 et soit (C4,...,C) une énumeération parfaite des cliques. Notons pour
simplifier M = C1 U ... UCy_1, K = Cp et S = M N K. D’aprés I’hypothése
de récurrence, = restreint & Gy, est la restriction d’une matrice (a;a;); jenm.
D’autre part, par hypothése xj est de la forme (b;b;); jex et on a a;a; = b;b;

pour tous 4,7 € S. Donc a? = b? si i € S, et il existe donc ¢; = +1 tel que

7

b; = €;a;. Donc €;¢; = 1 pour tous ,j € S et donc ¢; est égal & la constante g
sur S. Définissons alors a; pour j € K \ S par a; = egb;. On a alors a,a; = b;b;
pour tous i, € K. C’est évident pour 7,5 € Seti,j € K\S. Sii € S et
j € K\ S alors b;b; = €;a,esa; = a;a;. La matrice incompléte x est bien la
restriction de la matrice de rang 1 (a;a;)1<; j<n €t la récurrence est étendue.

Montrons ensuite que si * € Qg et si x¢ est de rang 1 pour tout C' alors
x engendre une demi droite extrémale de Q. En effet, si x = 2/ + 2" avec 2’
et 2" dans Q¢ alors pour tout C' on a x¢ = 7}, + x/,. Comme z¢ est de rang
1 et que (- et x{. sont positives cela entraine qu’il existe des nombres A\, et
NG tels que xp = A\pze et op = M.xe. Mais comme G est connexe, on voit
facilement que C' +— (A, A2) est constant et donc 2’ = Nz, 2" = \"z. Donc «
engendre une demi droite extrémale de Qg.

Montrons enfin que si # engendre une demi droite extrémale de Q alors
x est la restriction d’'une matrice de rang 1. En effet, d’aprés le Théoréme
9.5, il existe une matrice symétrique positive M dont z est la restriction. Si
cette matrice M n’est pas de rang 1, on ’écrit comme somme de ¢ matrices
symétriques positives M; de rang 1, avec 2 < q < n, soit M = M; + - - -+ M,.
On note z; la restriction de M;. Il est clair que x; # 0 car M; a au moins un
élément diagonal non nul, et donc z = z; + - - - + 2, n’engendre pas une demi
droite extrémale.

LA DUALITE. Les éléments de Py et Q¢ s’identifient naturellement a des élé-
ments de F' = IRVYZ. 1l est connu que ’ensemble des matrices symétriques dé-
finies positives d’ordre n forment un céne convexe ouvert de l'espace R™"+1/2
dont F est un sous espace. Donc Py est un ouvert de F. Sa fermeture P dans
F' est le cone convexe fermé de la Proposition 7.4. Notons par P le second
membre de 10.39).
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Montrons Q¢ D FPg. Soit x € Pg. Alors en tant qu’élément de F, x est
identifié a une matrice symétrique incompléte gouvernée par E. Si C' est une
clique maximale, montrons que z¢ est définie positive. Soit b = (by,...,b,)
un vecteur ligne quelconque tel que b; = 0 si i ¢ C. Notons bc sa restriction a
C. Alors y = bTb est dans Pg et puisque x € P} on a

0 < tr (zy) = biacbr

et x¢ est bien définie positive, puisque c’est vrai pour tout bo. Donc = € (Q¢.

Montrons Q)¢ C Pf%. Soit © € (Qi. Pour toute clique maximale C' et tout
bT = (by,...,b,) vecteur ligne quelconque tel que b; = 0 si i ¢ C on vient de
voir que si y = b'b on a traxy > 0. Or on a vu & la Proposition 7.4 que tout
y de Pz non nul est somme d’un nombre fini non nul de y; € Py de rang 1,
donc de la forme y; = binl- ol les éléments de la matrice colonne b; sont nuls en
dehors d’une clique maximale C;. Il est clair que trzy = >,;(b;)¢. zc, (bi)c;, > 0
pour un tel y et donc x € Pf, ce qui achéve la démonstration du Théorme
10.1.

Pour terminer ces remarques sur les cones, il peut étre utile de mentionner
qu’en général, les cone convexes () et Pg ne sont pas des cones homogénes,
c’est & dire des cones tels que leurs groupes d’automorphismes linéaires agi-
raient transitivement sur le cone. Le plus simple des contre exemples est donné
par le graphe A4 suivant

1 2 3 4
0O———0———0———0

Pour vérifier que ()4, n’est pas homogéne, caractérisons d’abord son groupe
d’automorphismes. Nous notons par G(Q4,) le groupe des automorphismes
linéaires de @) 4,, c’est & dire ’ensemble des g automorphismes de F), I'espace
des matrices incomplétes associées a Ay tels que de plus g(Q4,) = @4,. Un rai-
sonnement simple montre alors que g(Q.,) = Q4,. Paramétrons les éléments
de F' ainsi

r1 %
N | T2 Y2
M(Ly)_ Y2 T3 Y3

Ys T4

Soit G le sous groupe de G(Q)4,) formé des g tels que il existe des nombres
ai, a9, ag, as tous non nuls, et deux nombres b et c tels que

atwy + 2a1by; + b2y as(aryy + bas)

(M(ZL' )) _ a?(alyl + be) a/%xQ a2a3Y2
g Y a203Y2 airs az(asys + cx3)
as(asys + cxs) ajry + 2a4cy; + Aug

(10.40)
Nous allons voir que
— (G est bien un sous groupe de G(Q4,);
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— (G n’agit pas transitivement sur Q) 4,;

— L’indice de G dans G(Q4,) est 2;

— G(Qa4,) n'agit pas transitivement sur @) 4,.

Le premier point se vérifie facilement en controlant la définie positivité
de trois matrices d’ordre 2 par calcul de leurs déterminants respectifs. Pour le
second point on raisonne par I’absurde en supposant que G agit transitivement.
On le fait agir sur M(1,1,1,1;0,0,0) pour obtenir

a% + b2 ash
. - G,Qb CL% 0
g(M(1,1,1,1;0,0,0)) = 0 a2 asc

asc ai+ c?

On voit que les M (z; y) tels que yo # 0 ne peuvent étre dans G(M (1,1,1,1;0,0,0))
et la contradiction est acquise.

Le troisiéme point est plus délicat. Commencons par expliquer comment
on était conduit & 10.40). Pour i = 1,2,3 les inéquations z;x;4; — y? > 0,
x; > 0 et 2,41 > 0, avec toutes les autres variables x; et y; nulles sont celles
d’une face F; de dimension 3 du cone convexe fermé () 4,. Montrons que g € G
si et seulement si g € G(Q4,) et g(F;) = F; pour i = 1,2, 3. Le "seulement si"
est clair. Pour voir la partie "si", nous admettons le résultat suivant : si P, est
le cone des matrices symétriques définies positives réelles d’ordre r et si g est
un automorphisme de ’espace des matrices symétriques réelles d’ordre r, alors
g(P,) = P, si et seulement si il existe une matrice réelle inversible A d’ordre r
telle que g(x) = Ar AT pour tout x € P, (C’est un amusant exercice d’algébre
linéaire : pour révéler a;; faire agir g sur 1y, pour révéler a5 faire agir g sur
Ei1 + Eyg + Ey + Ey, ou Ej; est la matrice avec un 1 en (7,7) et des zéros
ailleurs).

Appliquons alors ce principe & » = 2. Puisque g(F;) = F; il existe des

a b 1 telles que la restriction de g € G(Q4,) & F; soit de la

. A —
matrices A; lci d,

forme
(]
Yi Tiy1
En écrivant les conditions de compatibilité pour les entrées xz, et x3 pour

g(M(x,y)) on voit qu'il faut que ¢; = ¢y = by = b3 = 0 et que d; = a;,1, ce qui
conduit & 10.40). Ensuite, G est au moins d’indice 2, puisque la symétrie S

Ai[”””i vi ]AT.

(z,y) — (@4, T3, T2, 13 Y3, Y2, Y1)

est clairement un élément de G(Q4,) qui n’est pas dans GG. Nous montrons

maintenant que G(Q4,) = G U SG. Cela entraine le quatriéme point, puisque

que les M (z;y) tels que yo # 0 ne peuvent pas non plus étre dans SG(M(1,1,1,1;0,0,0).
Pour conclure, on remarque que le fait que (04, ne soit pas homogéne

entraine que P4, ne l’est pas non plus. En effet ces deux cones sont duaux.
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2997290222222222222222222922222222222297

Le passage précédent est a revoir. Il faut en fait montrer que les éléments
du groupe des automorphismes de Pg pour un graphe triangulé quelconque sont
de la forme v — axa*. Les ordres parfaits des cliques pourraient étre liés aux

représentations de ce groupe.
2929292292922222229222222222222222292222222227

Nous calculons pour commencer une intégrale auxiliaire ou les graphes
triangulés n’ont rien a faire :

Proposition 10.2. Soit F et F' deux espaces euclidiens de dimensions n et
m, et soit a et b des endorphismes symétriques définis positifs de E et F
respectivement. On munit L = L(E, F') de la structure euclidienne (z,y) =
tr (z*y), ou z* € L(F, E) est I'adjoint de x, et on munit L de la mesure de
Lebesgue dz associée a cette structure euclidienne. Alors

1. L’application = — bzra est un endomorphisme symétrique défini positif
de L, de déterminant D = det a™ det b™.

2. Pour tout y € L on a

mn/2

/Le‘“ (@*bza)+2r (27y) g — ‘7;)‘1/—2 et Wb ya™h) (10.41)

3. La fonction sur L définie par x — e~ (#"02a)+2tr(@"y) gt proportionnelle

a la densité d’'une loi gaussienne sur L de covariance z — b tza™' et
de moyenne b~ tya~!

Démonstration. Puisque (y*bza)* = az*by il est clair que (y, bra) = (x, bya)
et donc que = +— bra est un endomorphisme symétrique de L. Soit e et f

e

des bases orthonormées de E et F' qui diagonalisent a et b. Notons [a]¢ =

diag(ar, . .., a,) et [bf = diag(By, ..., Bum). e

Size L a pour matrice représentative [z]/ = (z;;) alors pour x # 0 on a

m n
(z*bra) =Y Y a;fix;; >0, (10.42)
i=1j5=1
ce qui montre la positivité de x +— bza. Il est clair que ses vecteurs propres
sont les f; @ e;, lélément de L défini par v — fi(e;,v), et qui est associé a la
valeur propre a;3;. Donc son déterminant est

D= ]‘[ a;B;) = <H @) (}i aj)m = (det a)™(det b)".

Ensuite, pour exploiter 10.42) on écrit
2

0o 1/2 Yij

/ e*ajﬁir?ﬁ?rijyudxij = Leajm_

—o0 (j3;)1/?
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2
En utilisant >37%; >°7 ay]f; = tr (y*b"'ya™') ainsi que 10.42) on a le résultat
10.41). La troisiéme partie est une conséquence immeédiate de 10.41).

Citons ensuite 'intégrale de Wishart :

Proposition 10.3. Si P, est le cone des matrices symétriques d’ordre r définies
positives et si p > (r — 1)/2 alors pour 6 € P, on a

T r FT‘
[, exp—tr (67 et ) 75 = [ exp—tr () (et )~y = t@;))
- Pr e
(10.43)
oll dy est la mesure de Lebesgue! sur P, définie par dy = [Ti<i<j<r dyi; et on
rer—1) " i —1
L(p) =7 [T~ jT). (10.44)
j=1

Remarque. Sip > (r—1)/2, 0 € P, et 0 € P, les probabilités sur P,

(det 9)P

T.0) exp —tr (A1) (det :c)’pJTJr1 1p.(2)dx, (10.45)
1 _ _rt1
Qo) O~ (07 ) dety) T 1 ()dy

sont respectivement appelées loi inverse Wishart ordinaire de paramétres p et 6,
et loi de Wishart ordinaire de paramétres p et o. Il est évident que si X = Y !
alors Y suit une loi de Wishart ordinaire de paramétres (p, o) si et seulement
si X suit une loi inverse Wishart ordinaire de paramétres (p, ) avec § = o~ !.
Nous aurons & considérer leur généralisation associée & un graphe triangulé.
La loi de Wishart ordinaire a des généralisations dans d’autres directions, la
plus simple consistant a prendre des valeurs de p < (r — 1)/2. Ce sont les lois
de Wishart singuliéres. Toutefois ’analogue des Wishart singuliéres associé a

un graphe triangulé est terra incognita.

Démonstration. La premiére égalité de 10.43) découle du changement de
variable y = 27! dont la différentielle est h — —x~'ha~!, un endomorphisme
de I'espace des matrices réelles symétriques d’ordre r. En imitant la démons-
tration de la partie 1 de la Proposition 10.2, on voit que le déterminant de cet
endomorphisme est (—1)"(det z)™"~!, ce qui permet de calculer le jacobien de
x — 2! et de montrer cette premiére égalité. Bien que la démonstration de
Bartlett de la deuxiéme égalité de 10.43) figure dans tous les ouvrages d’ana-
lyse multivariée, nous allons en donner une autre en guise de préparation aux
méthodes de cette section. On procéde par récurrence sur r. Pour » = 1, c’est
la définition de la fonction gamma. Supposons le résultat vrai pour tous les

L(%est I'usage des statisticiens que nous conservons ici plutdt que de prendre la mesure
de Lebesgue canonique pour la structure euclidienne engendrée par tr (yy?).



10. INTEGRALES ET CONES LIES A UN GRAPHE TRIANGULE 49

entiers < r et soit m et n des entiers > 0 tels que m + n = r. Ecrivons alors y
et 0 dans P, ainsi :
Y1 Y12 01 Oio
pum 5 0 =
Y lym yz] l921 92]
avec y, € P, et yp € P,, et notons v}, = y; — Y125 ‘Y1 L’égalité habituelle

y = 1 oyy' || v 0O L0
0 1 0 ¥ Yy 1|7

montre que y € P, si et seulement si y; € P, et y» € P,. On a alors

/ exp —tr (fy)(det y)p’TTde

/ ot (O1y7)—tr (B2y2)+tr (011295 ' y21)—2tr (B21912)
Py X Py x R™

3
O

x (det yi)p_%(rﬂ) (det yz)p_%(rﬂ)dyidylzdyz

\2) 7Tm”/2(det 01)—71/2 / e—tr (O1yf)—tr (y2(02—92191_1012))
Py X Py,

—~
~

x (det yi)p%(rﬂ) (det y2)p*%(”+1)dyidy12dy2

g2 Pm(p — 3) I (p)
mn/2 det 6 n/2 2n
T ( ¢ 1) (det 61)1”5 (det(@z — 0210171912))1)

—
w
=

))& Th(p)

p—
(det ()P (det )P

—
W~
=

L
7_‘_mn/Q (

Dans cette suite d’égalités, (1) vient du changement de variable y — (¥}, y2, y12)
de jacobien 1, I’égalité (2) vient de l'intégrale par rapport a dy;o calculée en
appliquant la Proposition 10.3 & (a, b,y) = (01,95 ', 012). L’égalité (3) vient de
I’hypothése de récurrence, (4) de detd = (det 6;)(det(0y — 02107 '012)) et (5)
de la définition 10.44) de la fonction I'.(p). La puissance de 7 est la bonne,
puisque sir =m +n on a
m(m—1) nn—-1) mn r(r—1)
ot e (10.46)

La Proposition 10.3 est donc montrée.

Nous allons calculer dans la suite quelques intégrales liées a un graphe triangulé
connexe G = (V, F), avec V = {1,...,n}. Soit Ps et Qg les cones convexes
de la Proposition 10.1. On s’astreint toujours a noter par x les éléments de
Q¢ et par y ceux de Pg. Soit C et S les ensembles de cliques maximales et de
séparateurs minimaux, et soit (.5) la multiplicité de S € S. Soit enfin « et
des fonctions réelles sur C et S respectivement. Adoptons la notation suivante

pour x € Qg :

a(C)
Ho(a, Biz) = Ioec(det zc)

" Ises(det ) S)5) (10.47)
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Bien que la définition de Hg ne dépende pas d’un ordre mis entre les cliques
et entre les séparateurs, les propriétés de Hg seront fortement reliées aux
ordres parfaits possibles sur C. Pour cette raison, il va nous falloir envisager
I’ensemble P des ordres parfaits sur la famille C des cliques maximales du
graphe triangulé G.

Examinons maintenant les propriétés de Hy. D’abord, la Proposition 9.7
implique

He(p,p;x) = (det )P, Hea(—p, —p;e(y)) = (det g)”

(Rappelons qu’on note toujours ¢ : P; — G¢ la fonction réciproque = = ¢(y)
de z — 271). Supposons maintenant que P = (C}, ..., C}) soit un ordre parfait
entre les cliques (et notons «(C,) = «, et 5(S,) = 0,). Pour simplifier les
notations, nous écrivons M = C; U...UCy_; plutdt que Hy_1, K = C}. Donc
Sy = M N K. Lordre parfait (C4,...,Cy_1) induit sur les cliques maximales
de M est noté Py;.

Si ¢ € Q¢ notons x1 = (2)m\k, T3 = (T)k\m et T3 = () mnk. On écrit
donc

1 T12
r = To1 X2 X923 . (1048)
T3z I3

Par conséquent
Tar — Ty Ti12 o To T3
M — ) K — .
To1 T2 T32 T3
Notez que x), est une matrice incompléte du cone ()¢,,, alors que xx est une

matrice symétrique définie positive ordinaire.
Avec ces notations, on voit donc que

He(o, By2) = He,, (cr, Bars mar) (det o)™ (det ) ™7,

en convenant que «y; et Gy sont les restrictions de o et (G aux cliques et
séparateurs de (G,;. En fait, puisque suivant une formule cent fois utilisée on
a det rx = det zy det(x3 — 23075 ' 293), il est encore plus utile d’écrire

He(a, B;2) = Ha,, (anr, Bar; 2ar) (det(zg — 23015 " 3) ) (det a4) 2+,
(10.49)
Parmi les fonctions « et  on aura a utiliser les fonctions —(c¢+1)/2 et —(s+
1)/2 qui signifient o(C') = —(|C|+1)/2 et 5(S) = —(|S|+1)/2. En cas d’ordre
parfait, ¢, et s, sont les tailles de C, et S,.

Nous allons maintenant considérer deux remarquables intégrales, qui uti-
lisent la bijection z — 27! entre Q¢ et Pz du Théoréme 9.6, et définies pour
0 € Q¢. Pour simplifier leur présentation, nous considérons la mesure sur Qg
suivante? :

2La mesure v¢g(dy) sur Pg, image de ug(dz) par x — y = 27! sera de méme considérée
au Corollaire 11.3.
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i (d) = HG(—%(0+ 0, —%(s +1):2)10,da (10.50)

Y — ~ .. ) ]
ot dr = [l;<;.; j)eis dxij est la mesure de Lebesgue sur I'espace des matrices
incomplétes associées a GG. Notons que si = est écrit comme dans 10.48) on a
le droit d’écrire
dr = dxpdxosdrs

avec les normalisations pour les mesures de Lebesgue faites aux Propositions
10.2 et 10.3. Cette précaution a son importance pour la signification et la
valeur des intégrales suivantes :

I(a,3,0) = /Q e @O o, B, 1) po(de) (10.51)

L(a,5,0) = /Q e~ 0 (@, B, 2) pe(da) (10.52)

ol « et [ sont choisis pour qu’elles convergent. Nous allons nous intéresser
(Théorémes 10.4 et 10.5) aux cas ou ces intégrales sont proportionnelles a
Hg(a, 8;0). En d’autres termes, si on considére les deux opérateurs K; et Ko
sur I’espace de Hilbert L?(u¢) définis par

Ki()0) = |

Qa

e f@)palde), Ka(£)0) = [ e O (@) pc(dr),

Qa

nous allons étudier certaines valeurs de (a, 3) telles que Hg(o, 3;.) soit une
fonction propre pour K; ou K. La Proposition 10.3 donnait une illustration
de ce phénoméne dans le cas £ = 1 en montrant qu’alors y — (dety)? et
x — (det z)"? sont des fonctions propres de K; et K, pour la méme valeur
propre I'.(p), avec p > (r — 1)/2.

Pour £ > 2 la situation est plus compliquée. En fait, & chaque ordre parfait
P € Pg nous allons associer deux ouverts Ap et Bp de RF! formés de (o, B)
tels que Hg(a, (3;.) soit vecteur propre pour K; ou K respectivement, et nous
allons calculer les valeurs propres I'y(«a, 3) et I's(a, ) correspondantes. Nous
allons exclure le cas k = 1 (c’est a dire supposer G non complet), d’abord parce
que il est traité par la Proposition 10.3, ensuite parce qu’il est radicalement
différent du cas k£ > 2, puisque la variété des vecteurs propres passe de la
dimension 1 & la dimension £ + 1.

Théoréme 10.4. Soit G un graphe triangulé connexe non complet, soit P =
(Cy,...,Ck) un ordre parfait de C et soit (Ss, ..., Sk) la suite des séparateurs
minimaux associée. On note J(P, S) I'ensemble des j = 2,..., k tels que S; =
S. Soit Ap I’ensemble des («a, 3), fonctions sur C et S, telles que pour tout S
différent de S, on ait

v(9)B(S) = Z 7

JEJ(P,S)
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[C]=1

telles que a(C) > =

pour tout C' € C, et telles que

59 —1
o1+ Z oy > I/(Sg)ﬁz + 22 .

Alors pour 6 € Q¢ et pour (o, ) € Ap lintégrale I1(«, 3;0) converge et la
fonction Hg (o, ;) est une fonction propre de K pour la valeur propre

k
(o, 8) = W%((cl782)82+Zi:2(cj78j)sj)rsz (_V(52)52+041+ > Oéj)
)

§eJ(P,Ss
k
s 5.
o alen = 2 T Ty — )
275 2
]_
Le, (o) 17 Te, ()
= T | —v(52)f2+ a1 + a; | == :
( an](%SQ) ’ FS? <o{1) }_[2 qu (aq>

~

Remarques. En utilisant la fonction réciproque 0 = ¢(y) de y = 67! on
reformule le théoréme en disant que pour y € Py et pour («, ) € Ap on a

/QG e H (o, B 2)pelde) = Ty (o, 8) H(a, 8 0(y)). (10.53)

Il peut étre plus agréable d’introduire les quantités

v(P,S) = —v(S)B(S)+ Z a;j pour S # Sy
jeJ(P,S)
Y(P,Sy) = —v(S)htar+ Y. «
jeJ(P,S)

La description de Ap se fait alors par a; > (¢;—1)/2 pourtout j =1,...,k,
Y(P,S) =081 S #2et y(P,S) > (s2—1)/2.

Insistons sur le fait que par définition la fonction I'; dépend apparemment,
de 'ordre parfait ambiant P. Toutefois la formule 10.53 montre que si («, ) €
Ap N Ap: alors les définitions P et P’ pour I'i(«, 3) coincident. Donc T'; est
une fonction bien définie sur Upcp, Ap. Notons aussi que les deux expressions
données de I'; coincident bien : la formule 10.46 appliquée & m = ¢, — s, et
n = s, explique la disparition de la puissance de 7. En particulier, si les o et
3, sont tous égaux a un méme nombre p > max, %, le nombre

l;:l ch (p)

—_ 10.54
H];:Q qu (p) ( )

Fl(p7p) =

ne dépend pas de l'ordre parfait P. Nous utiliserons cela a la section 13.
Ce théoréme est assez étrange pour que nous l'illustrions d’un exemple.
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Exemple 10.1. Considérons G triangulé & 6 sommets dont les cliques maxi-
males sont respectivement

A={1,2,3}, B={1,2,4}, C ={1,2,5}, D = {2,6}.

On voit que les séparateurs minimaux sont U = {1,2} et V = {2} avec
v(U) =2 et v(V) = 1. On voit aussi que les 24 ordres possibles des 4 cliques
sont tous parfaits. Comme A, B, C jouent des roles symétriques nous n’allons
considérer que 4 des ordres parfaits, & savoir

P, =(A,B,C,D), P,=(A,B,D,C), P,=(A,D,B,C), P,=(D,A,B,C)

On écrit alors pour chacun ’ordre correspondant des séparateurs et une des-
cription des ensembles Ap, (a laquelle il faut ajouter a(A), a(B),a(C) > 1 et
a(D) > 1/2)

DU aD=0v) a4 +a(B)+a(€) > 260) +1
YDV D aD=0v) a4 +a(B)+a(€) > 260) +1
A lv) g g a(B) + a(C) = 28(U) a(A)+Oé<D>>5(V)+%
D ‘f/l g 5 a(B) + a(C) = 26(U) a(D)+a(A)>5(V)+%

Démonstration du Théoréme 10.4. Celle ci se fait en plusieurs étapes.
Pour simplifier les notations nous écrivons toujours M = C; U ... U Cy_q,
K = C} et donc M N K = Sj. On paramétre alors les éléments de () comme
expliqué en 10.48.

ETAPE 1. Si x5 est fixé défini positif, considérons I'intégrale
F(xy) = /e’“r (ngffl)(det 2y ) k(D2 0o ds

ou le domaine d’intégration est I’ensemble des (xa3,x3) tels que % = x5 —
T32T5 w93 soit défini positif (Ia notation x4 est plus commode ici que la notation
(332 de la démonstration de la Proposition 9.7).

to 123
i3 13
On fait le changement de variable (x93, x3) +— (x93, 2%) et donc drogdrs) =
dxosdr’y. Le domaine d’intégration est alors un produit d’ensembles. De plus

Calculons alors F'(x5). Pour quelques instants, nous écrivons 0" =

et (a:KG;(l) (det xK)ak—(ckJrl)/Q e~ tr (z2t2) (det x2)ak7(ck+l)/2
Xe—Qtr t3oxoz—tr (1‘32J:2_1$23t3)

Xeitr (a:étg)(det l_g)akf(ckqtl)/Z
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donc F(x2) est un produit de deux intégrales. La premiére se calcule a I'aide de
la Proposition 10.2 appliquée & a = t3 b = x5 ', & y = to3 et la seconde & 'aide
de la Proposition 10.3 appliquée  r = ¢, —sj, 4 p = ap—3(cx+1)+3(ck—sp+1)
et en remplacant 6 par 3. On obtient ainsi

F(zs) = Ce " @8)(det z,)™ 2(sth)
x et (tazwatasts ") (det xg)%(ck_sk) (det t3) £
x (det t3)—ak+%(ck+1)—%(ck—sk—i—l)
— (e tr(@a(ta—tasty 'ts2)) (det xg)a’“_%(sﬁl) (det tz) "
Cem 202 (det 1)~ 2 05 (det 5 — O3y05 05
= Ce @0 (det 25)* 2D (det O ) (det )~

ou

C = a3, (o, — %’“) -

Fck (ak)
Fsk (ak) '

Notons que Uintégrale F(x5) converge si et seulement si ay > %=L,
q g g 2

(10.55)

ETAPE 2. Le lien entre [; et F'(z3) est fourni par

]1((I,ﬁ;0) =

/Q et (x29;1)HGAI(aM7 B xar)(det xz)iﬁﬁé(skﬂ)F(fﬁz)MGM(dfCM)-

Gy

Donc d’aprés la premiére étape :

Ii(a, 3;0) = C(det O ) (det )~ *
X /Q e~ @O o (g, Bors 2ar) (det 22) %P g (daear) (10.56)

Gy

ETAPE 3. Nous montrons dans cette étape le résultat du théoréme dans le cas
k = 2. On suppose donc que M est aussi une clique maximale. Pour quelques

. ;. —_ S1 S12 .
instants, nous écrivons 6;, = [ . ] . Alors 10.56 devient
21 S2

(det O )* (det Og) < C' et (@151)=2tr (z21512)—tr 552 (det :Cg)arﬁQ (det :cM)‘“’ﬂ

QG

En posant 2| = z; — :cma:;lxgl, en exploitant det ), = detxydet 2] et en
faisant le changement de variable (x19, 21) — (712, 2)) des calculs entiérement

2

d.fCM.
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analogues & ceux qui ont donné I'expression explicite de F'(x3) plus haut four-
nissent le résultat voulu, avec la valeur propre

59 _9s S S
Ti(ay, a9, o) = me2lete=22)p (q) — EZ)FCQ—@(OZQ — EQ)PSQ(OQ + as — )
[y(01 + g — B2)Tc, (ar)Te, (a2)
P82 (al)FS2 (aZ) .

Notons que 'intégrale converge si et seulement si a; > “= Let g +ay — 2 >
22-1 Le cas k = 2 est donc terminé.

ETAPE 4. Nous montrons enfin le résultat général par récurrence sur k. C’est
vrai pour k = 2 par la troisiéme étape, et supposons le résultat vrai pour k—1.
On distingue alors les trois cas v(Sg) = 1; v(Sg) > 1 et Sy # Sa; v(Sk) > 1 et
Sk = SQ.

Le cas v(Sk) = 1 est facile : puisque que k£ > 2, on a donc Sp # Ss.
L’hypothése entraine a;, = (i et l'intégrale 10.56 raméne au cas k — 1 et
I’hypothése de récurrence permet de conclure.

Si v(Sk) > 1 et Sy # S5 l'intégrale 10.56 montre que

(det QK)O%

Ii(a, 85 0) = CW

IGM (aMaﬁ/; 0) (1057)

avec 3'(S) = [(9) si S # Sk et (v(Sk) — 1)3'(Sk) = Br — ax. Comme par
hypothése v(Sk)Br = Xjes(p.s,) @ on a donc

W) -1 = > «

jEJ(P]V[,S)

pour l'ordre parfait Py, = (C4,...,Ck_1) du graphe G),. La récurrence est
donc étendue.

Si v(Sk) > 1 et Sy = 55 la formule 10.57 est encore valable, mais comme
Sk = S on n’a pas a se soucier de contrainte du type v(Sk) Bk = Xjcs(p,s,) Q-
Le Théoréme 10.4 est montré.

Nous faisons maintenant la méme chose avec I'intégrale de deuxiéme espéce

IZ(avﬁ; 0)

Théoréme 10.5. Soit G un graphe triangulé connexe non complet, soit P =
(Cy,...,Ck) un ordre parfait de C et soit (Ss, ..., Sk) la suite des séparateurs
minimaux associée. Si S € S on note J(P,S) 'ensemble des j = 2,...,k tels
que S; = S. Soit Bp 'ensemble des (o, (3), fonctions sur C et S, telles que pour
tout S différent de S, on ait

AS)BE) + 5151+ D)= 3 (ay+ e +1),

jeJ(P,S)
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telles que —a, > %(cq — s4 — 1) pour tout ¢ = 2,...,k ainsi que —a; >
2(c1 — s, — 1), et telles que

ca - i@t D+ Y (may— e+ 1)+ M)+ 252+ 1) > 0.
2 jeJ(P,S2) 2 2

Alors pour 6 € Q¢ et pour (o, ) € Bp lintégrale Ir(«, 3;0) converge et la
fonction Hg (o, ;) est une fonction propre de K5 pour la valeur propre

F2<a7 ﬁ) - W%((cl_82)82+25:2(cj_Sj)sj)
so+1
2 2

1
Lo ((S2) (B2 + 5 (52 +1)) +
jE€J(P,Ss)

k
Lo osy(—a1) H ch_sj (_aj)
=2

Remarques. On reformule le théoréme en disant que pour x € Q)¢ et pour
(o, ) € Bp on a

/ (0, Brip(y)veldy) = Ta(en ) Ho(a B ), (10.58)

ol vg(dy) est 'image de ug(dx) par x — y = 27! et est calculée au Corollaire
11.3 ci dessous. Par souci de symétrie avec 10.53 on a remplacé 6 par x dans
10.58. Comme au Théoréme 10.4, on observe que I'; est une fonction bien
définie sur UpepGBp.

Il peut étre plus agréable d’introduire les quantités

@ = —aj—5(g+1)
~ 1
Bi = —=Bi—5(s+1)
(P,S) = —v(S)BS)+ S a;pour S # Sy
JEJ(P,S)
Y(P,S2) = —v(S2)B2+ a1+ Z Q;
j€J(P,S)
La description de Bp se fait alors par &; > —1—s;/2 pour tout j = 2,...,k,

ap > —1—53/2, 3(P,S) = 05si S #2et 7(P,S;) > 0. Notez que la symétrie
(ar, B) — (&, B) ne transforme pas Bp en Ap et que I'1(a, 3) # I'y(a, 5). On
peut trouver que I'y(«, ) est moins intimidant quand il est écrit

1 ~ L((e1—s2)s2 Llcj—sj)s;
[o(a, B) = F32(§(52+1)+7(P, So))mzter=sser, _ (—ay) [ w29, _, (—ay)

=2

—a1—1(01+1)+ > (ay—3
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Utiliser comme au Théoréme 10.4 que 72 (=T (p— 3) =T(p)/Ts(p) n’ap-
porte pas grand simplification. 3

Finalement, le cas ou il existe p > 0 tel que pour tous jon a &; = 3, =p
va s’avérer important & la section 13. Dans ce cas, en convenant s; = s

L, 41)  (10.59)

1 k lC —S; S
o(a, 8) = Lo (p + 5 (52 + 1 ) [ w2te—s)es) Lejss (P + 5
J=1

Démonstration du Théoréme 10.5. Parallélement au théoréme précédent
nous le montrons en 4 étapes. On paramétre toujours les éléments de Qg
comme en 10.48.

ETAPE 1. Si x5 est fixé défini positif, considérons I'intégrale
G(xq) = /e_tr(ng;)(det xK)“k_(ck+1)/2dx23d:p3

ou, comme au Théoréme 10.4, le domaine d’intégration est I’ensemble des
(a3, x3) tels que x4 = x3 — x3075 L295 soit défini positif. On posera aussi Thy =
—1
T32Lo .
Calculons alors G(z5). Nous écrivons

. Ty T923 o 1 0 i) 0 1 l‘/23
KT gy x| xhy 1 0« 0 1 |’

et donc

- |1 —2hs | [ 23t 0 1 0
K 0 1 0 (af)™! —Thy 1
_ l w3+ why(ay) Mk, _37,23@%1)_1 ] _
— () g (w3)”

On fait le changement de variable (223, 23) — (%3, 2%). En appliquant la Pro-
position 10.2 partie 1, on voit que

(10.60)

drozdrs = (det 29)* *Fdryydrs.
Le domaine d’intégration est alors un produit d’ensembles. De plus

e—trGngl(deth)ak—(%H)/? — e_trw”?_l)(detx )%—(%-Fl)/?
X€2tr(0325’3/23(x§) )tr(92123(x3) 132)

x et (03(25)” (detx Yo (ert1)/2,

A la différence du calcul de F'(x5) dans I'intégrale de premiére espéce du Théo-
réme 10.4, G(x9) n’est pas I'intégrale d’un produit de deux fonctions de x4
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seul et de 2 seul. Mais on commence par intégrer par rapport a =, a ’aide de
la Proposition 10.2 appliquée a a = 0, b = (25)7!, y = Oy3(x%) . On intégre
ensuite par rapport a x4 a I’aide de la Proposition 10.3 appliquée a r = ¢ — g,
et & —p = a; et en remplacant 6 par 03 — 03,605 1955. On obtient ainsi

G(rs) = Ce 0227 (det p) 3t ra—s

)
x (det 02)_%(ck_8k)(det(93 — 03205 1023))

ou C est une fonction de a et §. Exploitant le fait que (det6y)(det(65 —
03205 03) = det O, on obtient

G(25) = Ce %) (det my) =3 (R HDHER=5% (ot G ) (det )~ 2 (e —5),

Lo (en _ . :
avec C' = w23~ (—ay). L'intégrale G(z5) converge si et seulement si
—Qy, > 7%7;’“71.

ETAPE 2. On peut écrire en appliquant le Théoréme 9.6 et 'identité 10.49 :

[2<Oé, 57 ‘9) =
/Q e—tr (GMx]—Wl)—f—tr (629@2—1)HGM (CYM, ﬁM? :L‘M)(det :L,Q)—ﬁk-l—%(sk-l—l)G(l,Q)MGM (dl‘M)

Gy

Nous transportons alors le résultat pour G(z5) dans Is(a, §;60). On obtient

]Q(CY, ﬁ; 0) = C(det QK)Oék (det 02)—ak+%(ck—sk)
/Q e (QM:B;;)HGJM (cnr, Bar; ar) (det zg)® =20 =) 1y (da}.61)

Gy

ETAPE 3. On montre le résultat pour £ = 2. On suppose donc que M est aussi
une clique maximale. On posera x| = x; — xlgxglxm et xh = x;lxm. Comme
on I'a fait pour xx on écrit maintenant

1 l (zh)~! — ()l

T = _ _ -
M —xly () 37214‘37,21(37,1) Ll

On fait alors le changement de variables (x1, x19, x2) — (2, )5, x2) dans 10.61,
qui devient une intégrale triple qu’on calcule en intégrant d’abord par rapport
a x',, puis x| puis z2. On a par la Proposition 10.2 partie 1 que dx;dz 2dzy =
(det zo) ~*2dx dx’|ydxs.

L’intégrale par rapport a zj, se calcule & I'aide de la Proposition 10.2
appliquée a a = (7)™, b= 0y et y = (2]) 1012
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2

L(a,B;0) = C(det k) (det )™

// 7tr {L’ 1(91 9129 921)71:1“92:13271

(detx )al__(cl+82+1)(detx )a1+a2 /32+ (c14c2—3s2— Udl‘ d:El

On applique ensuite la Proposition 10.3 pour faire Iintégration suivant dz/ et
dxo. Les calculs fournissent le résultat voulu, & savoir
(det HM)al (det 0[()0{2

(det 0g)P2 ’

Iy(on, ag, Ba;0) = Ly(ov, g, Bo)

avec

FQ(aly g, /62) = 71'572(514'62—282)

1
P61—82(_a1)F02—82(_QQ)FSQ(_al — Qg+ 62 - 5(01 +c2 — 252))'

Il y a convergence si —«; > %(cZ —sy—1)pouri=1,2et —a3 — g+ By —
%(cl + oy — 289) > %(52 —1).

ETAPE 4. On montre enfin le résultat général en procédant par récurrence sur
k > 2. C’est entiérement analogue au Théoréme 4 et nous ne le faisons pas.

11 Lois de Wishart pour un graphe triangulé

Dans cette section, nous introduisons certaines familles exponentielles sur
les cones Pg; et ()i, nous examinons leurs objets classiques et des propriétés
de composition (Proposition 11.4). Les cas particuliers des G Wishart s’appli-
quant aux les modéles graphiques gaussiens seront détaillés dans la section 13.
Cette section 11 contient aussi un intéressant point technique : le calcul du
jacobien de x — 7! entre Qg et Py (Proposition 11.2).

Définition 11.1. Soit G un graphe triangulé, P un ordre parfait de ses cliques
maximales et (a, (5) dans I’ensemble Ap défini au Théoréme 10.4. Soit enfin
0 € Q. On appelle loi de Wishart de premiére espece, de paramétre de forme
(cr, B) et de paramétre d’échelle o la loi de probabilité sur Q)¢ suivante

— —tr (z671) HG(O[76;'T>
7075;0<d‘r) e F1<Oé, B)HG(OQ 6; O') MG(d‘r)

(11.62)

On voit que pour (a, ) fixé dans Ap la famille {7, 5.,; 0 € Q¢} n'est autre
que la famille exponentielle naturelle (FEN) engendrée par la mesure sur Qg

égale a
H 8 13'.17
(l ) G( s My )

71“1(04, 3) pa(dr)
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dont la transformée de Laplace est définie pour —0 € P par
L) = | e uldr) = He(o, 5 ~¢(0))
G

c’est une reformulation du Théoréme 10.4. Ceci entraine que la transformée
de Laplace de 7, 4., est définie pour —0 + 6~ € Pg par

Hg(o, B;0(67" = 0))
}JG(avﬁ;a) .

On voit déja que si (a, 3) € Ap et (o/,7') € Ap, alors comme Ap est fermé
pour l’addition on a la convolution

Va0 * Vo' 550 = Vata' f+p'0

Pour dire quelque chose des objets classiques de cette famille exponentielle
(moyenne en fonction de 6, inverse 1, fonction variance etc) qui ne sont pas
toujours explicitables nous avons besoin d’une proposition.

Proposition 11.1. Soit P, le cone des matrices symétriques réelles (r,r) in-
versibles et —0 € P,. Soit C' C {1,...,r} et notons oc(0) = ((=0)"!)c. Si on
écrit @ par blocs correspondant a C' et son complémentaire

91 912
0 p—
l 021 0o ] ’
on écrit 0}, = 01205 L Avec ces notations, alors la différentielle de 6 — oc(0)

est
|k ha _ / hi hio oc
h_[hm h2]|—>[00 00912}lh21 h21l9§1001.
De plus, la différentielle de 6 — k¢ (0) = —logdet o (6) est

hi  hio ac —00932
h—t .
' [ hor hs ] [ —0y0c 030001,

Démonstration. Standard.

Nous appliquons cette proposition en restreignant 6 a Ps et en prenant C
comme clique maximale ou séparateur minimal. Puisque la fonction de cumu-
lants est

log L, (6) = k(6) = 3 a(C)rc(6) — X n(S)B(S)ms(6).  (11.63)

ceC Ses

alors sa différentielle est en principe calculable. Nous laissons le lecteur le faire
dans le cas ou k = 2.

Toutefois, il faut noter que dans le cas & = = p on a k;(@) = po donc
o = m/p. Ce ci se montre d’une maniére beaucoup plus simple. En effet,
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puisque d’aprés la Proposition 9.7 on a Hg(p,p,x) = (det 2)? alors L,(6) =
(det(—0))", ku(0) = —plogdet(—0), K, (0)(h) = ptr (h(—0)""), avec h dans
Iespace F' des matrices incomplétes gouvernées par G. Comme —6 = 6! on

a bien k() = po.

Définition 11.2. Soit G un graphe triangulé, P un ordre parfait de ses cliques
maximales et («, ) dans ’ensemble Bp défini au Théoréme 10.5. Soit enfin 6 €
Q. On appelle loi de Wishart inverse, ou loi inverse- Wishart, de paramétres
de forme et d’échelle (a, 3) et 6 la loi de probabilité sur Q)¢ suivante

}£G(avﬁ;x)
Ié(avﬁ)}{G(avﬁ;

On appelle loi de Wishart de deuzriéme espéce de paramétres de forme et
d’échelle (a, 3) et 6 la loi de probabilitée W, g.,(dy) sur P; image de la loi
IW, .9(dx) par Papplication x — y =z~ 1.

Le fait que IW, gy soit une probabilité découle du Théoréme 10.5. La

famille {IW, s.9; 0 € P} est une famille exponentielle générale engendrée par

%M(;(dx) et la fonction t(z) = 27! La famille {W, g4, 0 €

Pg} est sa famille exponentielle naturelle associée. Pour calculer la densité de
la loi W, 5.0(dy) nous montrons la proposition suivante. Elle est due & Roverato
(2002), avec une démonstration différente. On rappelle que p(y) = z est défini

par y = 271

IWa7ﬁ;g(d$) — eftr (9:%—1)

9 pe(dx). (11.64)

la mesure

Proposition 11.2. La valeur absolue du jacobien de I'application = — y =
2 Y est Hg(—c — 1,5 — 1;z). La valeur absolue du jacobien de y — o(y) est
Ha(e+1,s+ Lo(y)).

Démonstration. On procéde par récurrence sur le nombre £ de cliques maxi-
males. Si £ = 1, c’est un résultat classique rappelé a la Proposition 10.3
que la différentielle de  +— x7! est 'endomorphisme de I’espace des ma-
trices symétriques (n,n) défini par h — —z 'hx~! dont le déterminant est
(—=1)"(det )™ (ce calcul du déterminant se fait & la maniére de la Pro-
position 9.2). Pour £ = 1 donc, le jacobien a bien la forme indiquée. Sup-
posons alors la proposition montrée pour k£ — 1. Soit (C1,...,C)) un ordre
parfait entre les cliques maximales et notons comme d’habitude pour simpli-
fier M =CiU...UCy_1, K=Cret S=MNK.Siz € Qg nous adoptons la
notation 10.48).
On écrit 27! sous la forme

k-1 k-1
y=i" = (zc))o— (x50 + Z(‘EEJ)O _ Z(fEqu)O
q=1 q=2
= (250 — (2310 + ((@21) o (11.65)
yi yiz O
= Ya1 Y2 Y23

0 w32 w3
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Ensuite on introduit les nouvelles variables z; = x5 — 3275 Yoo et Thy =
T3015 " (avec xhy = 5 T3 naturellement). En effet, (1 )o — (z5')o ne dépend
que de (x%, x%,) car comme on I'a vu & 10.60)

-1 _ _ _
[ T %23] B [ w5 0] _ [55/23(1’%) tayy  —ay(2h) T _ (11.66)

T3 T3 0 0 —(ah) "k, (25)~"

: detrxg _ /
Notons aussi que ‘75 o= det x5.

D’aprés la Proposition 10.2 'endomorphisme de L(IRS,]RK\S ) défini par
To3 > Thy = (72) ez a pour déterminant (det zy)!*I=1Kl 11 est & peu prés
clair que ’étude du jacobien de (x5, T23, x3) — (2ar, Ths, 245) fournit

dr = daprdrysdrs = (det o) P E dy dal da. (11.67)
On fait maintenant le changement de variable
_ (7—\—1 _ ! /\—1 _ r\—1
ym = (Tm) ", Yoz = —wos(xs) ™, ys = (23) .

Alors on a dyz = (det o5)~KI*H151=1q2", d’aprés la formule rappelée au début
de la démonstration pour k£ = 1. Ensuite, d’aprés la Proposition 10.2 ’endo-
morphisme de L(R¥\Y IR®), défini par x4, — x4 (z})"" a pour déterminant
(det 2%)719] et donc

dyasdys = (det a4) 1K1 dah dal.
Comme d’apreés 'hypothése de récurrence on avait
dyM = HG]\J<_CM - 17 —SM — 17xM>dxM7

on obtient

(det 25)151+1

deMdnggdx3

dy = ddey23dy2 = HGM(_CM - 17 —SM — 17 xM)
= Hg(—c—1,—s— 1;x)dx,

et la récurrence est étendue. Le jacobien de y — ¢(y) s’en déduit immeédiate-
ment et la Proposition 11.2 est montrée.

Corollaire 11.3. Soit vg(dy) I'image de ug(dr) par z — y = &', Alors
ve(dy) = Ha(5(c+1), 5(s + 1)1 0(y))1p, (y)dy et

H .
W go(dy) = @) ala, ,so(y)e)yg(dy) (11.68)

g
FZ(av ﬁ)HG(av ﬁ;

Démonstration. Immeédiate.
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Par conséquent, la FEN {W,, g9, 6 € P} est engendrée par la mesure sur

Pe

Hg<Oé, 67 @(y))
F2<a7 5)
dont la transformée de Laplace est définie pour —0 € Q¢ par H(a, 3; —0).

On peut chercher a déterminer ses objets classiques. Auparavant, nous
faisons une remarque utile :

v(dy) = va(dy)

Proposition 11.4. Soit P un ordre parfait des cliques maximales du graphe
triangulé connexe non complet G. Soit («, 3) € Ap et (o', F') € Bp comme aux
Théorémes 10.4 et 10.5. Considérons la loi jointe de (X, X)) sur Qg X Q¢ définie
par Yo g.0(dx) Wy g.9(do). Alors la loi conditionnelle de 3 sachant X = z est
[Wa/fa,ﬁ/fﬁ;Ger-

Remarques. Cette proposition dit donc que si on rend aléatoire le paramétre
d’échelle o de la loi de Wishart de premiére espéce 7, g.,(dx) en lui donnant
une loi inverse-Wishart comme loi a priori IW, z.9(do) dont les paramétres
de forme o/, 3’ sont adaptés au méme ordre parfait P que «, 3, alors la loi
a posteriori est encore une loi inverse Wishart, dont les paramétres de forme
o — a, " — (3 sont encore dans Bp. Autrement dit, si («,3) € Ap alors la
famille
{[Walug/;g, 0 € Pg, (Ozl,ﬁl) € BP}

est une famille conjuguée au sens bayésien de la FEN {7, 5.,;€ Qg}. Clest
plus grand que la famille conjuguée classique (aussi dite conjuguée standard,
conjuguée naturelle ou encore dite conjuguée au sens de Diaconis et Ylvisaker)
qui se réduirait a

{[Wp,mp,ﬁ;g; 0e Pg p< 0}

Démonstration de la Proposition 11.4. On écrit v, g, (dz) [ Wy g9(do) =

Dy(a — o, 5 = )
Fl(avﬁ)FQ(alaﬁ/)

H(a, B;2)H( —a, 3= 350+ 2) g (dx) IWy —a.p— o2 (do).

12 Le graphe de la marguerite, le graphe A,

Dans cette section nous illustrons les résultats des trois sections précédentes
pour deux graphes particuliers. Leur utilité statistique est modeste, mais ils
ont assez de régularité pour produire des formules explicites inspiratrices de gé-
néralisaions (ainsi les auteurs sont ils passés des formules d’Andersson-Vinberg
ci dessous (Théoréme 12.1) aux Théorémes 10.4 et 10.5.

Le GRAPHE DE LA MARGUERITE & k-+ 1 sommets a pour sommets {0, 1, ..., k}
et pour uniques arétes les C, = {0,q} avec ¢ = 1,..., k. C’est donc un arbre,
les arétes sont les cliques maximales et c’est un graphe triangulé. L’unique
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séparateur minimal est {0} et il est de multiplicité £ — 1. Notons par F’ I’espace
des matrices symétriques d’ordre k£ 4 1 de la forme

Yo Yor - Yok
Yoo vy1 - 0

y| 0 . (12.69)
Yo 0 - Y

Alors si y1 ...y # 0 c’est un exercice classique que de vérifier par récur-
rence sur k que
T
dety =y1. .. ye(yo — D =)
q=1 Yq
A partir de 1a on montre facilement, & ’aide de la caractérisation des matrices
définies positives par la positivité des déterminants principaux, que si Py est
I’ensemble des y € F' qui sont définis positifs, alors

yePosy, >0Vg=1,... k; yO—Z—>O.
On peut ajouter que le cone Py des éléments positifs de F' est caractérisé par

k 2
yePo oy, >0V q=1,...k yo—Z&ZO.

D’aprés le Théoréme 10.1, les demi droites extrémales de P sont engendrées
par les y de la forme suivante : ou bien yy > 0 et tous les autres y, et y, sont
nuls; ou bien il existe j tel que yoy; = ygj avec Yo > 0 et et tous les autres y,
et o, sont nuls.

De méme le cone ()i des matrices incomplétes est ’ensemble des

Lo Tor - Lok
p= | T T (12.70)

"EOIC .. :L‘k;
tels que zoz, — x5, > 0 pour tous ¢ = 1,...,k et zy > 0. Le cone Qg est
caractérisé par xor, — xgq > 0etz, > 0pour tous ¢ = 1,...,k, et 7y > 0.

D’aprés le Théoréme 10.1, les demi droites extrémales de Q¢ sont engendrées
par les z de la forme suivante : ou bien x5 > 0 et tous les autres z, et xy, sont
nuls; ou bien zgz, = xgq tous g =1,...,k et xg > 0. Les résultats précédents
concernant les cones Py et Q¢ du graphe de la marguerite sont en appendice
de la thése de M. Casalis (1990), ou il est aussi montré que Pg et Q¢ sont
homogenes. Maintenant

— Pour x défini par 12.70) dans Q¢, nous calculons 77!

, T et det T.

—

— Pour y défini par 12.69) dans Pg, nous calculons ¢(y) et ¢(y).
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— Nous calculons les fonctions Hg(«, 5;2) et Ho(a, 35 ¢(y)) pour z € Qg
et y € P ainsi que les mesures pg(dr) et vg(dy).
— Nous calculons les ensembles Ap et Bp et les fonctions I'y (o, 3) et I'y (v, 5).

To To
Comme z¢, = 7 ] alors
Log Tq
o 1 Lg  —ZLog
Ca ToTg — :qu —Zog Lo

Comme le séparateur {0} a pour multiplicité £ — 1 on obtient par le Théoréme
10.6

*k+1 + Z —Zo1 —Zok
=1 :vomlfzvg ToT1—T2, :vozka:rgk
A TQ 0
~—1 _ ToT1—T2 ToT1—T2
T = 01 0 01 0
—Zok 0 Zo
TOTE—TG) xOxk_ﬂﬁgk

Pour calculer & = (x;;)0<i j<k le plus simple est d’utiliser la remarque de la fin
de la section 9. L’ordre (C1, ..., Cy) est évidemment un ordre parfait puisqu’il
n’y a qu’un séparateur. Donc z12 = x01To2/%0, en général x;; = x¢;x0;/%o, €t

donc :

To T T Xok
T €T ... ZToiTok
5= 01 T1 20
ZokTo1
Top T - T

zo

Quant & det z il est donné par la Proposition 9.7 et est égal a

detz = Hg(1,1;x)

k

:coq

Pour calculer z = ¢(y), il nous faut bravement résoudre les équations en x :

—k—i—1+k Zq

Yo = 2
Zo q=1 ToTg — Tpq
_xoq
yoq = 72’(:]:17...7]{:,
Tolg — qu
Lo
Yg = ——— q=1,... k.
Tolg — qu

L’astuce est simplement de calculer y, —

Yo
Zq 1 yoq et de constater que c’est

1/x¢. Ensuite, on écrit xo, = —yo,20/y, Puis, comme oz, — :L’gq = y/y,, on
écrit ) ) ,
1z YogLo T Yoi
Tg=—t =T =g — D).
Yq o Yq Yq itqg Yi
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z = ¢(y) est donc calculé. Le coefficient z;; de & est alors x;; = 2¢?2%.

Pour calculer les prochaines quantités il va étre commode d’ utiliser abré-
viation (en accord avec les remarques suivant le Théoréme 10.4)

Yo, f) ==k =1)B+>_aq.

g=1

On écrit d’abord
(k—1)8 k
He(a, B;x) =z, II ToTy — :qu @

Le calcul fait de ¢(y) permet alors d’écrire
k y2 —(a,8) k
He(a, 85 0(y)) = (yo - f) H Yy
q=1 J49

(On rappelle que si x = ¢(y) alors xoz, — 5, = To/y,). Quant aux mesures de
référence ce sont

k
pg(dr) = :1:’5_1H(:L’Oa:q—:cgq)_?’/QlQG(x)dx (12.71)
q=1
B g2 5
va(dy) = (yo—zﬂ) 11 v 154 (v)dy (12.72)
qg=1 94 q=1

Pour le graphe de la marguerite tous les ordres de cliques maximales sont
parfaits, et comme il n’y a qu'un séparateur, tous les ensembles Ap coincident.
Il en va. de méme pour les Bp. On obtient, d’aprés les Théorémes 10.4 et 10.5 :

Ap = {(o1,.. 00, 8);7(a, B) > 0 et ay > 1/2Vg =1,..., k},
k
Bp = {(0417---7Oék,5)3’7(04,5)<iet&q<0Vq:1,...,k}

k
M) = w20l ) [T, - )
o) = =050 5)+ ) TT D=0y

L’application des Théorémes 10.4 et 10.5 au graphe de la marguerite fournit
alors les deux remarquables FORMULES D’ ANDERSSON-VINBERG suivantes

Théoréme 12.1. Avec = € (g et y € P; ol G est le graphe de la marguerite
a k + 1 sommets, on a pour («, 3) € Ap

/QG eftrmyH(a’ B; x)pe(de) = Ti(a, B)He(a, B 0(y)),
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et pour (a, ) € Bp on a

/PG eftra:yH<Oé’ B; SO(:U))VG(dy) = F2<Oz, B)HG(O[, 5; .T)

Démonstration. Il y en a trois possibles : soit appliquer les Théorémes 10.4
et 10.5, soit faire le calcul direct (pour la premiére, faire I'intégration d’abord
par rapport aux z,, puis par rapport aux zo,, puis par rapport a x,; pour
la deuxiéme, utiliser I'ordre o, yoq, Y), soit utiliser la méthode d’Andersson
(1999), que nous n’allons pas détailler ici, et qui est basée sur le fait que dans
le cas du graphe de la marguerite, alors les cones () et Pg sont homogénes
et que la structure peut étre considérée a la lumiére des algébres de Vinberg
(voir Andersson et Vojnar (2001) pour un exposé récent sur le sujet). Dans
ce contexte, les fonctions H(a, 3;.) sont des produits de caractéres réels du
groupe des automorphismes de ()¢ ou de Pg. Rappelons que pour un graphe
triangulé, Q¢ et Py ne sont pas en général homogénes (exemple G = Ay).
Les deux approches "graphes triangulés" et "algébres de Vinberg" fournissent
les mémes formules pour la marguerite, mais 1’enveloppe commune des deux
théories, dont aucune ne recouvre l'autre, reste donc a découvrir.

CALCUL DE LA FONCTION VARIANCE POUR UNE WISHART DE PREMIERE
ESPECE POUR LA MARGUERITE. On sait qu’alors la famille exponentielle est
engendrée par une mesure ;. dont la transformée de Laplace version physicienne
est S,(v) = Joo e~ W) y(dx) = Hg(o, B, 0(y). Attention, on est dans le cas
dit non classique, car

k k
nyT = tr(zy) = Z TqYq + 2 Z LogqYoq-
q=0 q=1

Notons pour simplifier v = —(k — 1)3 + Z’;Zl a, et ﬁ = yo — Eq . 3;0117
alors
k
su(y) = —vylog xo + Z a,log y,.

q=1
Compte tenu de la méthode décrite dans la section 4, nous avons a calculer
() = m = QN (&su(v))
- La fonction réciproque y = p,(m).
— La matrice hessienne H(y) des dérivées secondes de s,(y).
— Et enfin la fonction variance V(m) = —Q'H(p,(m)Q*.
On obtient d’abord

o 2 0 2V d — 9,2Y0g
8yo By PO = 0 8y 1o = "oy Byoq U0 T T

_ yOq o) — Yogq
8y0 log xg = —xg _8yq log xg = To 3 Buon log x¢ = 2:60—

9 - - 0 — Yo | og _ ) — Yog _
Oyo Sll(y) =Yg = My dyq S;L(y> = Yo yg + ve my Fyoq S“<y) 2’}4’[’0 2m0q.
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Introduisons alors les quantités A, = mqmo—m%q. On les utilise pour simplifier
la présentation de y = p,(m) : aprés calculs on obtient

1 kooomd mo Mg
Yo=—(7+D g2 |, Yg=) Yog=—g——-
’ m0< : qu) 1IN A,

=1

Il est ensuite assez fastidieux de décrire le calcul de H(p,(m)). Nous allons
nous contenter de donner le résultat pour V(m). Et encore, pour simplifier,
nous prenons k = 2. Mais ceci n’est pas vraiment une restriction. Pour passer
a k quelconque, il suffit de remplacer (q,¢') par (1,2) si ¢ # ¢’ et par (1,1) si
g = ¢'. On obtient que Vp(m) égale

o2 2 2
my mo1 02 momoi momo2
v v g v
2 4 2 2 2 3 2
mo1 LT + 2mg Ay + A7 mH1Mop2 UL + mo1 Ay Mg ™02
¥ 'ymg alm% alm% 'ymg Ymo a1mo ymo
2 27 9 4 2 2 2 3
Mmoo mp1 Moo Moo 4 2mg, A2 4 A3 mo1Mmgpo Moo moa Ao
ymg 'ymg O{ng agmg ymo ymo agmo
3 2
momo1  Mo1 + mo14 mo1Mpoy may + A momo1
v Ymo ai1mo mo 0 20 )Y
momgz  Mp1Mo2 Moo moaAs momo1 Mmoo 4 Ao
L Y Ymo Ymo agmo 0% vy 200

LE GRAPHE Ay, A k+ 1 SOMMETS.

Il a pour sommets

{1,...,k+ 1} et pour uniques arétes les C;, = {q,q+ 1} avec ¢ = 1,... k.
C’est donc un arbre, les arétes sont les cliques maximales et c’est un graphe
triangulé. Les séparateurs sont les S, = {q} avec ¢ = 2,...,k et sont tous de
multiplicité 1. Notons par F' ’espace des matrices symétriques d’ordre k + 1
qui sont tridiagonales, c’est & dire donc les matrices ¥ = (vi;)1<ij<k+1 telles
que y;; = 0si |i—j| > 1 et y;; = yj;. Pour simplifier, on note comme d’habitude
Yqq = Yq- Le cone P est donc 'ensemble des y € F' qui sont définis positifs, le
cone Q¢ est ensemble des matrices symétriques incomplétes © = (z;5); ;e
telles que z, > O pour tout ¢ =1,... .,k +1let Ay = 2,241 — xaqﬂ > 0.

La problématique est la méme que pour la marguerite, il faut calculer y =
iﬂ_la z, go(y), HG'(avﬁ; :L‘), HG(av B; go(y)), Ha, Va, Ap, Bp, Fl(av ﬁ) et FZ(avﬁ)'
La réalisation de la totalité de ce programme est toutefois subordonnée a la
solution d’un probléme difficile, le calcul de ¢(y). Nous commencons donc par
les choses faisables. On a donc d’aprés le Théoréme 9.6, si y = 27!

T2 Tg—1

leA—l quE—l—

Tk
A’

Lg+1 —Lq,q+1

A, Vet = TR

q

q:27"'7k7 Y1 =
q

La méthode de la remarque qui termine la section 9 permet de calculer z =
(x;;) et on obtient pour 1 <i < j<k+1

q=1 *q,q+1
xij =

= 1 .
Hq:i+1 "L‘q
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Ensuite on a

H 1 Age ., =
HG(OZ,ﬁ,.T) k ﬁq ,LLG(d.:C) = kq : 3q/2 1QG< )d
q= 2L H A
Quant aux ensembles Ap et Bp pour 'ordre parfait P = (C1,...,C}) ce sont

Ap = {(a,f);on+as > o, 00> 1/2qg=1,... )k, ay=04 q¢=3,...,k},
1
Bp = {(a,f)jon+as—0(2<2, a;<0q=1,... k, aq:ﬁq+§,q:3,...,k}.

Enfin voici les fonctions gamma

k
Ty(e,8) = 77 D(ay +as — () I (g — %)
q=1
ki1 3. F
o, ) = 7= T(=a1—as+ B +5) [[ T(—ay)

Nous nous embarquons maintenant pour le calcul de ¢(y). Les matrices
y € Pg, c’est a dire les matrices tridiagonales et définies positives ont été fort
étudiées dans la littérature a propos des fractions continues analytiques (voir
par exemple Wall (1948) page 46 et suivantes). On va d’abord calculer ¢(y)
dans le cas ou la diagonale de y est formée de 1. L’idée inspirée de Wall (et de
ses prédécesseurs Pringsheim et Van Vleck) est alors de paramétrer les y, ;.1
par des nombres hq, ..., hi1 tels que

yz,q+1 = hq(l - hq+1)-

(En fait ces auteurs écrivent plutéot y2 . = (1 — gg-1)qy). Avant de donner les
détails voici une proposition technique :

Proposition 12.2. Soit hy, ..., hx, 1 des nombres de [0, 1] soit € = (e1,...,¢;) €
{—1,1}* et soit la matrice M,(hy, ..., hy,1) symétrique d’ordre k + 1 :
1 e1(h1(1 — hy))Y/? 0 . 0 0
El(h,l(l — hg))1/2 1 62(h2(1 —hg))1/2 0 0
0 €2<h2<1—h3))1/2 1... 0 0
0 0 0 . Gk(h,k<1 — hk+1))1/2 1
(12.73)
Alors elle est positive et son déterminant D(hy, ..., hxy1) ne dépend pas de €.

De plus, si 0 < h; < 1 pour tout j =1,...,k+ 1 et sip; = h;/(1— h;) alors
la matrice est définie positive et

D(hy, ..., hiy1) k+1 k+1
- pi- (12.74)
(1—hy) (1= hy) ... (1= hgpy) ]z:;:]HH
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Finalement, si de plus hxy1 = 0 notons par z, et z,,41 les entrées (¢, q) et
(¢,q+ 1) de (M(hy,. .., hyi1))" " Alors

D(hi, ... hi0) = (1—hy)...(1—hy)
B D(hi, ... hy1)
T U= h)(—ha)...(1—hy)

1
- 1_ h 14+ pg—1+ Pg-1Pg—2+ - .. + Pg—1Dg—2 - - - D1
q

€q(hg(1 — hq+1))1/2

Tgg+1 = — (14 py1+ Pg1Pg—2+ -+ Pg-1Pg—2 - - - P1]
& (L= ) (1= hg) - Pt P i

_eqlhg(L = hgir))'?

1= hgp !
vt — a2 = DU )D(bs - hg)
o aat (1= h1)2.. . (L= hg)2(1 — hgs1)

Démonstration. En développant le déterminant par rapport & la derniére
ligne on a immédiatement la relation de récurrence

D(hy, ... hier) = D(he, ..o hy) — hi(1 = hyy)D(ha, .- b)) (12.79)

Comme D(hy) = 1 et D(hy,hy) = 1 — hy + hihs 'indépendance vis & vis de

€ est claire. Supposons maintenant 0 < h; < 1 pour tout j = 1,...,k + 1.
Alors 12.79 permet facilement de montrer par récurrence la formule 12.74.
En particulier dans ce cas 12.74 montre D(hy,...,hxy1) > 0. Comme c’est

vrai pour tout k, le critére classique des déterminants principaux montre que
M(hy, ..., hgr1) est définie positive. Par densité on voit que M,(hq, ..., hxi1)
est positive si certains h; sont égaux a 1.

Supposons enfin hy,; = 0. Alors 12.79 montre par récurrence la formule
12.75. Ensuite, pour calculer z, on prend le mineur de I’entrée (g, ¢) de la ma-
trice Mc(hq, ..., hgy1) et on voit quiilest égal & D(hy, ..., hg—1)D(hgt1, -y hit1)-
Le nombre x, est le quotient de ce nombre par D(hy,..., hg1). Maintenant,
nous avons supposé hi,1; = 0 et donc d’apres 12.75 on a

D(ha, .. hs1)/Dhrs - b)) = (1= hy) ... (1 = hy).

Mettant ensemble cette derniére formule et 12.74 on a bien 12.76. On procéde
de méme par quotient de mineur et déterminant pour avoir 12.77 puis 12.78
et la proposition est complétement montrée.

Cette proposition calculait essentiellement © = p(y) dans le cas particulier
ou les y, = 1 pour tout ¢q. En effet pour un tel y € P notons plutoét z, .41 =
Yq.q+1- Supposons de plus que z,,41 7# 0 pour tout ¢ = 1,..., k. On définit ¢,
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comme le signe de z,,.1 et on peut trouver des (hq,...,h;) € (0,1) tels que

22 4s1 = hg(1 — hyyq) avec hyiq = 0. Il suffit pour cela de prendre

9 -1, - —2k—1

by = 2 g1y a1 = T— 2 hjp1 = ——F5—
_ Zk:,kJrl 1 _ kgl,k

=2} g1

Nous renvoyons a Wall (1948) pages 67 -69 pour la vérification du fait que les
h, sont effectivement dans (0, 1). Quand on remplace ces h, par leur expression
en fonction des z,,.1 dans 12.76 et 12.77 on a I'expression explicite de ¢(y)
voulue (toujours sous ’hypothése ou les y, = 1).

Reste & passer au cas ot les y, sont > 0 quelconques. Il suffit alors d’obser-

ver qu’alors si D = diag((y1)"/2,. .., (yrs1)"/?) alors le passage de y & D~y D!
raméne au cas précédent avec
gt = Yq,q+1
e (yqu+1)1/2

On calcule les h, en fonction de ces z,,+1 et on a

T, = — X 14+ pg—1+Pg-1Pg—2+ - .+ Pg—1DPg—2 - - - p1] (12.80)
Yyg  1—hy
1 D(hy, ... hy1)
T = e (hg(l = hyp1))? AL 12.81
q,9+1 (yqu+1)1/2 Q( Q( Q+1)) (1 — hl) - (1 — hq+1)( )
1 D(hy,...,hg-1)D(hy,...,h ))
A _ 2 _ ; s g ; ) q-yi 89
0= e T e = T X T b (L= b= b))

Nous avons ignoré le cas ou certains y,,+1 = 0. Dans ce cas, la matrice y
est formée d’un certain nombre de blocs tridiagonaux auxquels on applique la
méthode précédente.

13 Les Lois G-Wishart et leur application a I’es-
timation.

Dans cette section, nous allons réexaminer les lois de Wishart et inverse
Wishart associées & un graphe triangulé G introduites a la section 11 pour
les considérer dans le cas particulier ou («, 3) est une constante p (pour la
premiére espéce) et le cas particulier on (o + %1, 8+ %1) est une constante
—p < 0 (pour la deuxiéme espéce). Ces cas particuliers ont des propriétés
statistiques fort intéressantes.

Définition 13.1. Soit G = (V, E) un graphe triangulé connexe sur V =
{1,...,n}, soit P = (C4,...,Ck) un ordre parfait des cliques maximales et
(S2,...,Sk) les séparateurs correspondants, soit ¢, et s, les tailles de C; et
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Sg, soit p > max, “- L et soit ¢ € Qg. Alors la loi G-Wishart de premiére
espéce sur le cone de matrices incomplétes ()¢, de paramétres p et o est la loi

Vppio(dT)

PROPRIETES DE LA G WISHART, 1ERE ESPECE On a donc

—tr (261! (det L%)p
Topo(dr) = e " )Fl(pap)(det cAT)pMG(dx) (13.83)

—tr (z65—1) ngzl (det ze, )pf_c —;1 HZZQ qu (p)
- k TS Aot e TTF 1o, (4)384)
Hq:g (det zs, )p 2 ( et U) Hq:l Psq (p)

Les présentations 13.83 et 13.84 de v, ., (dx) résultent de I’aspect parti-
culier que prennent les fonctions Hg (o, 5;2) et T'i(a, 5) quand « et 3 sont
constants sur les cliques et les séparateurs. On peut méme remarquer que si
pour une partie compléte S de taille s de G on note

_stl
det zg\* 2 1
det og [s(p)

qui est aprés tout la densité d’une loi de Wishart ordinaire sur le cone P, alors
on a I’étonnante expression

fslas) = et (eses (

H];:1 qu <5L’Cq)
ngzz qu (fESq)

La tranformée de Laplace de la G Wishart de premiére espéce v, ., pour
671 — 0 € Py et d’aprés la section 11 est Hg(p, p, o(61 — 0)/Hg(p, p, o) ou
(det &)P 1

Lonre ) = (ena1 —a)p = (det(L, — 66)) (13.86)

Vppo(dx) = 1o, (z)dx. (13.85)

La loi G Wishart de premiére espéce est la loi de I'estimateur de la pro-
jection de la covariance inconnue dans le cas d’un modéle trangulé gaussien.
Plus précisément

Théoréme 13.2. Soit G = (V, E) un graphe triangulé connexe sur V =
{1,...,n}, soit F' espace des matrices symétriques incomplétes gouvernées
par G. Soit N un entier supérieur ou égal a la taille de la plus grande clique
maximale. Soit 71, ..., Zy des variables aléatoires de IR" gaussiennes indépen-
dantes centrées de variance inconnue Y telle que X~ € Py. Alors ’estimateur
du maximum de vraisemblance de ¥ est X ou X est I'élément de Q¢ obtenu
par projection sur F' de

1 Y T
—N"zzT.
N 24

De plus, si X est la vraie valeur de ¥, avec X' € Pg , la loi de X/2 est alors
YN/2,N/2:0, OU 0 est la projection sur F' de 2.
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Nous allons maintenant enoncer les proprietes d’independance de 1’hyper
Wishart (alias G-Wishart de premiere espece).

Proposition 13.3. Soit G un graphe triangulé et soit C = {C},...,Cy} un
ordre parfait des cliquesmaximuales . Soit & = {S5,..., Sk} I’ ensemble cor-
respondants des séparateurs minimaux. Soit X € ()i une variable aléatoire
qui suit une loi de densité

k .

Hi:l wci (l‘Cia O-Cm N)
k

Hz‘:Q Ws, (‘rSza 08,5 N

ou pour tout sous ensemble complet C' C V' de cardinalité ¢

HW(z;0,N) =

, (13.87)

N c+1

(detzg)=2~ 2 .
exp{rc,o.) . 13.88
I.(Y)(detoc)? plre, oc’) (13.88)

we(xe;00,N) =

Alors

L Xpes, L (Xros X5 Xu, ),

2. Xg,.5, ~ wrk(Ngs’“,crg.l)

3. Xres. X5, | X1, , ~ N(og,,s.05,., Br)

ou By est 'opérateur bilinéaire

(u’v) c ]RRk,Sk ® ]RSk,Rk — U XSk ) 01—311'&'

Démonstration Comme les o¢;,j = 1...,k sont définies positives et que le
graphe G est decomposable, il en résulte que 6! est dans Pg;. Nous avons
donc

et

[T, exp —5{zc,, 0¢,)

[Ty exp —3(zs,, 05)

1 _ _ _
= exp _5 (<ka717 UHi,1> + <x0k7 UC;€1> - <ISk7 O-S;j)) :

(13.89)
Nous decomposons maintenant les matrices ¢, and o, en blocks correspon-
dant a S and R, = Cy \ Sk et que nous notons respectivement “1” and “2”
pour alleger les notations. Nous utilisons la decomposition de Cholesky pour
chacune de ces matrices et nous avons donc

. (;1:1 xlz) _( 1 0) <x1 0 ) (1 x11x12)
- T21 i) - .’1721.1’{1 1 0 2.1 0 1 ’

et nous avons une decomposition similaire pour . De simples multiplications
de matrices donnent alors

(zcy, 062>—<555k7 U§,3> = (221, 001)+{(x2127 —0o2107 "), 21 (27 ' w1a—07 'o12) 05 1)

(13.90)



74

Nous decomposons aussi les determinants de la facon suivante

I1; 1(detacc)%*ci2+1
IT; 2(detx5)%’ﬁ2+_1
H (detxc)% Ez2+_1(det:zcck)% =
B Pl (det zg,) 2~ - (detzg, )2~ =
N
= Ejei"”cii - (detmgg) T (det o) T (13.91)
etrg )2 "2

T (Y)(detoc,) >
N
H?:Q Fsi(%)(det O'SZ.) 2
I T (F)(detoc,) ] .
B k-1 N LS N-—s Sk
iz PSZ(E)(det 75,)> s k2kNFck(Ngs )02.1 kCTle

Faisons maintenant le changement de variable
-1
€ Qg (Th,_,, To1T , 71

dont le Jacobien est (det z1)%*+. En utilisant 13.89, 13.90, 13.92, 13.91 et le
Jacobien ci dessus, nous obtenons

sz 1wci<xci;UC¢7N>
H Lo Ws, (75,305, V)

HW(z;0,N)dx =

(det 20 ) 72—
et xo. 2 2 _
xHW(zn,_,;om,_,,N) ]2\/1 o exp —{(T2.1,051)
FCk(—;%)sz
(det:vl N 1 -1 -1 ~1 —1
TeseN k. exp —((z2127 " — 02107 ), 21(2] @12 — 07 012)05,))
T2 0y

XdZL'Hk_l d[L‘ldl‘Q.l .

. _ -1 _ —1

Nous voyons donc clairement que z9.1 = Tg,.5, €t L2127 = Tg, 5,75, etant
donne z g, _, suivent bien les distributions indiquees dans I’enonce et que xp, s,
est independant de (zp, Skxgkl, zp,_,)- Nous pouvons evidemment repeter pour
n’importe quel j = 2,...k — 1 argument que nous avons donne pour % et il
s’en suit que pour tout j = 2,...,k, nous avons que zg,.s; est independant de

(ijij»gjl7 TH_,)-

Proposition 13.4. Soit P = (C4,...,C%) un ordre parfait des cliques maxi-
males du graphe triangulé G, soit p > 0 et soit (a, §) = (—p — <+, —0 — =),

(13.93)
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Soit 6 € Qg et soit X une variable aléatoire sur () de loi inverse Wishart
IW, g.. On note par X, la restriction de X au séparateur S = Sj, on note par

X X
XM_[Xm XQ]

les restrictions respectives de X & K = Cy et M = C1U...UCj_1, on note Xj =
X3— X3 X5 ' Xog et X4y = X32X5 1. Alors Xy, et (X3,, X3) sont indépendantes.
De plus, X, suit une loi inverse Wishart de paramétres (aus, Bar;0a). En
convenant 05 = 03 — 03,05 1053 on a que X} suit la loi inverse Wishart ordinaire

sur le cone P, _,, des matrices symétriques définies positives d’ordre |K| —
|S| = Cr — Sk

1 c 1 cp.—s 1 / Iy —
Lo (p 4 25) (det aty) P~ A et 05 ) ™)
Ck—Sk 2

1Pck—sk (.Té)dxg

Enfin, 1aloi de X}, conditionnée par X} est une loi normale sur L = L(IR®, R¥ \9)
de covariance zh; — 165 2, et de moyenne 6; a3 (X5) 1.

Démonstration. Elle est trés proche de celle de la Proposition 11.2, puisqu’il
suffit de calculer la loi de (X, X35, X?). Nous conservons & dessein la notation
(cr, B) pour que le lecteur réalise exactement a quel moment ’hypothése (—p —
et —p — 1) = (, 3) devient nécessaire. La loi de (X7, X},, X}) est, avec

une constante multiplicative K

Ke (GM(ZL“M)_I)HGM (o[]u7 ﬁM; .TM),UGM (d.CCM)
—tr (Daxhs (zh) ~ta/32—tr (03 (xf) ~1)+2tr (sl (af) ™)

e
Ck—Sk

(det xg)ak’%(det L) AT A . (13.94)

Pour écrire cela nous avons utilisé les formules 10.49, 11.64, 11.65, 11.66 et
11.67. Ensuite, le choix particulier de (o, ) permet de tuer 'exposant de
det z5 et d’obtenir 'indépendance de X, avec (X}, X3). Pour trouver la loi
marginale de X} il suffit d’intégrer par rapport a x5, sur tout R/51=1511a densité
de la loi jointe de (X},, X)) (proportionnelle au produit des deux derniéres
lignes de 13.94) en s’aidant de la Proposition 10.2, et nous sautons ce calcul
fastidieux. Les constantes d’intégration sont données par la Proposition 10.3.
On en déduit alors facilement que la loi conditionnelle de X/, sachant X! est
une loi gaussienne, dont les parameétres se calculent a l'aide de la troisiéme
partie de la Proposition 10.2.

Corollaire 13.5. Sous les hypothéses de la Proposition 13.4, pour ¢ = 2,...k
notons R, = C, \ S,. Si A et B sont des ensembles complets de sommets on
note X 4 et X4 p les restrictions de X & A x A et & A x B. Notons aussi

o —1 ! _ —1
XRq — XRq - XququSq ququ’ XRq,Sq - XququSq :
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Alors les variables aléatoires
XCI’ (X;%27 X/RQ,SQ>7 (X;%37 XII'%3,53>7 R (XIRk7 Xll'%k,Sk>

: 2 r -1 /
sont indépendantes. De plus en (fonYenant 0 Ry = Or,—Or,,5,05, 0s,.r, alors X R,
suit une loi inverse Wishart ordinaire de parameétres 9}3(1 et ¢, — s, et X¢, suit
une loi inverse Wishart ordinaire de parameétres 0, et c,. Enfin, conditionnée

/ . / : . 191
par Xp , la loi de X §,.Rg €St gaussienne de covariance g, g, — 595q rs, R, €t
—1 /I \—1
de moyenne 0 0s, r, (XRq) .

Démonstration. Par récurrence sur k£ a partir de la Proposition 13.4. Re-
marquons que cette récurrence part de £ = 1 et fournit que X, suit une loi
inverse Wishart ordinaire de parameétres ¢, et c;. Pour obtenir que X, suit
une loi inverse Wishart ordinaire de paramétres 0, et c,, il faut se rappeler
un détail concernant les ordres parfaits sur C : n’importe quel élément de C
peut étre pris comme élément initial d’un ordre parfait (voir fin du Théoréme
7.2).

14 Estimation pour un modéle discret triangulé.

Rappelons qu’un modéle graphique discret est la donnée d’un graphe (V, E)
(fini, et non orienté), et d’une famille d’ensembles finis (A, ),cry. On note par
C 'ensemble des cliques maximales de ce graphe : c’est toujours une famille
de Sperner. Le modéle est alors ’ensemble des probabilités p = (p(a))aeca sur
A = Xuey A, telles que pour tout a € A on ait p(a) > 0 et telles que logp
est une combinaison linéaire de fonctions fc indexées par C ou a = (ay)pey —
fc(a) ne dépend que des a, tels que v € C. Il s’agit d’une famille exponentielle
générale. Comme on le sait, 'estimation de p par maximum de vraisemblance
est standard dans le cas d’'un modéle saturé, c’est a dire si le graphe était
complet. Elle n’est pas résoluble explicitement en général, mais nous aurons
une solution explicite si le graphe est triangulé.

Commencons par réviser I’estimation des paramétres dans les cas d’une loi
binomiale ou multinomiale sous I’angle des familles exponentielles.

Loi binomiale. Soit

N
B(N,p) = > Cxp*(1 —p)N "
k=0
la loi binomiale ot IV est fixé et ot p est inconnu. Si on pose ¢ = ﬁ on en

déduit que p = que 1 —p= ﬁ et donc que

€
1+ef”

C]’ffpk(l . p)Nﬁk _ ekGleog(1+ee)'
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Autrement dit, le modéle (B(N, p);p €]0,1]) est une famille exponentielle na-
turelle engendrée par la mesure u = S~ _, C% 4, dont la fonction de cumulants
est k,(0) = Nlog(1+e?) et on O(u) = IR. Si k est Pobservation et si0 < k < N,
ef _ k

14+ef — N-

le maximum de vraisemblance est atteint pour p =

Loi multinomiale. Soit A un entier > 0. On se donne d’abord une proba-
bilité p = (po,...,pa) sur {0,..., A}. Soit (eg,...,e4) la base canonique de
IR'™*. Soit X une variable aléatoire de IR™™ telle que Pr(X = e,) = pa.
Soit Xi,..., Xy des v.a. indépendantes et de méme loi que X et soit Sy =
X1+ -+ Xpn. Si Sy = (s54)7L,, avec so+ -+ 54 = N et s, € N, c’est dire
que en N expériences, on a obtenu s, fois le résultat a. Sy suit alors la loi
multinomiale
Pr(Sy = (5a)ao) Hp
[T 03a a=0

Le vocabulaire traditionnel recéle un piége, car la loi binomiale n’est pas le cas
particulier de la loi multinomiale correspondant & A = 1, du moins pas tout a
fait : si A = 1 la loi multinomiale est concentrée sur un segment de IR et la
loi binomiale sera sa projection sur IR. L’inconvénient de la loi multinomiale
telle que nous ’avons définie est qu’elle est concentrée sur I’hyperplan affine
de R'™ défini par sg + - -+ s4 = N ce qui géne l'application des théorémes
standard sur les familles exponentielles naturelles. Pour pallier cet inconvé-
nient, on fait la projection 7 sur IR définie par 7 : (s,)2, — (54),. Aucune
information n’est perdue, mais on a quand méme dissymétrisé les observations
en faisant jouer un roéle particulier a celle qui est numérotée par 0. La loi de
m(Sy) est alors

NI

PT(W(SN) = (Sa>:14:1) = 78])1 ceep A(l —pp = _pA>N_81_m_8N.
a=0 “a
Posons alors €% = —2— pour j = 1,..., A. Alors
P1—"—PA
- 14.95
pj_1+€61+"‘+66A’ ( . )
1
|y =

L+eh 4.+ efa’
La loi de 7(Sy) prend alors la forme d’une famille exponentielle naturelle, ce
qui était peu apparent avant :

N!
Pr(n(Sy) = (sa)fiy) = o ettt Hoasa N ilaet i)
Hazosa'

Nous laissons au lecteur le soin de décrire une mesure génératrice . corres-
pondant & la fonction de cumulants k,(0) = Nlog(l + e + -+ + ¢%4) qui
est définie sur ©(n) = IR, Si maintenant N est fixé et si p est inconnu, on
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applique facilement la méthode du maximum de vraisemblance pour estimer
les 0 et p : si (s,)7, est 'observation, alors le maximum de vraisemblance est

atteint pour
el Sa

A

Pa

S l4eh o qpefa N

Modéle de Poisson et modéle multinomial. 1l est parfois commode pour
réaliser une loi multinomiale d’utiliser la proposition classique, qu’il est facile
de montrer :

Proposition 14.1. Soit A(a) > 0 pour a = 0,..., A. On note A = ¥4, A(a)
et p, = Ma)/\. Soit (N,)2_, une suite de variables aléatoires indépendantes
de Poisson de moyennes respectives A(a) et soit N = Zf:o N,. Alors la loi
conditionnelle du vecteur (N,)/L, sachant N = n est une loi multinomiale de
paramétres n et p = (p,)2,.

Theoréme 14.2. Soit A un ensemble fini et la mesure x sur IR” définie par

pldz) = > ;5%

Soit F' = F(u) la famille exponentielle naturelle engendée des lois de Poisson.
Soit H un sous espace affine de IR, Alors le maximum de vraisemblance pour
la famille restreinte

existe et est unique pour une observation (s,)q.ca telle que s, > 0 pour tout a
de A.

Démonstration L’unicité découle de la théorie faite a la section 5, Proposition
5.1. Pour Dexistence, il est évident que k,(0) = 3, e%. Il s’agit donc de montrer
que la fonction suivante

00— F(0)= Z(saea — el

a

restreinte & la variété affine H, y atteint son maximum. Pour cela, si s > 0,
on trace d’abord le graphe de la fonction sur IR définie par fs(x) = sz —e” et
on constate qu’elle tend vers —oo si |z| — oco. On en déduit que la fonction

continue
F0) =Y fe(0a)

tend vers —oo si ||0]| = X, |0.] — oo. Il en est de méme quand on la restreint
a H et elle atteint donc son maximum sur H et le théoréme est montré.
Analysons en les conséquences a la lumiére de la section 5. Pour simplifier,
supposons que ’espace affine H ci dessus soit un sous espace vectoriel. Notons
par m, la moyenne inconnue de la variable de Poisson X,. Comme la famille
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exponentielle des (X,) est gouvernée par la fonction de cumulant k,(0) =
2acA ela. de différentielle

k;(e) = (eea)aeA = (ma)aeAa

on voit que si t est la projection de IR sur H et si ¢ = t(s), ol § = (54 )ac €st
I'observation, alors I'égalité &/ (0) = ¢ + u, de 5.17) entraine que t(m) = t(s),
ce qu’on résume par :

Pour le modéle de Poisson restreint au sous espace H, Projection sur H de
l’estimé des moyennes= Projection sur H du vecteur des observations.

Attirons maintenant I’attention sur le fait que dans le modéle multinomial
surveillé sur un sous espace affine des 6 (baptisé modéle log affine dans la
littérature) la méme formule a lieu si on change un peu le paramétre inconnu
P = (Pa)aca pour m, = Np,. En effet, on a vu que la famille exponentielle des
(X,) est gouvernée par la fonction de cumulant &, (6) = Nlog(l + Y ,c4 €%),
de différentielle

N

_ 0o _ B
- m(e )aeA = (ma)aeA = (ma)aeA-

k. (0)
Si g = t(s), ot s = (Sa)aca est 'observation, alors I'égalité k) (0) = q + u, de
5.17) entraine que t(s) = t(m) d’ou :

Pour le modéle multinomial logaffine, N fois Projection sur H de [’estimé
des p= Projection sur H de l’estimé des m= Projection sur H du vecteur des
observations.

Modéle hiérarchique. On se rappelle qu'un modéle hiérarchique est gou-
verné par un produit d’ensembles finis A = X,y A, et par une famille de
Sperner {Vi,...,V;}, c’est & dire des parties non vides de V telles que V; C V;
entraine ¢ = j. Notons par M 'espace vectoriel M = Ey, +---+ Ey, défini a la
proposition 3.1, 3.10). Le modéle hiérarchique est I’ensemble des probabilités
p sur A telles que logp € M (voir 3.8). C’est donc un sous modéle du modéle
multinomial. On a vu que celui ci est un modéle exponentiel, pourvu qu’on y
distingue un point 0 particulier. On a vu aussi que les modéles exponentiels,
si on les surveille sur une variété affine, ou mieux, un sous espace vectoriel,
peuvent parfois encore se préter au calcul du maximum de vraisemblance.

Il y a toutefois un point a éclaircir : le lien entre le point particulier et la
variété affine. Dans I’ensemble A fixons un point noté 0, et soit A* = A\ {0}.
Notons par H le sous espace vectoriel de M formé par les f tels que f(0) = 0.
On paramétre par les (6(a))qca- et il est commode de convenir §(0) = 0. Alors
14.95) s’écrit pour tout a € A*

e@(a)
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0(a) = logp(a) —log(1 — > p(b) = logp(a) — log p(0).
beA*
Il est donc clair que logp € M < (0(a))aca € H.
Compte tenu de la théorie développée a la section 5, I'estimation de p ou
de 0 aprés N observations se fait ainsi :
— Nous observons le tableau de contingence (s(a))sca ou (s(a))acax-
— Nous le projetons orthogonalement sur H, obtenant ainsi un point ¢ =
(q(a))aca (rappel ¢(0) = 0).
— Nous recherchons u(q) € H* tel que k),(6) = ¢ + u(g) ait une solution
dans H, c’est a dire telle que pour tout a € A* on ait

N
mee(a) = Q(CL) + 'LL(Q) (CL) (1496)

Je laisse de coté la question de 'existence et du domaine des moyennes de la
famille exponentielle associée concentrée sur H. La difficulté est dans le troi-
siéme point du programme ci dessus. Le cas du modéle hiérarchique, ou méme
du modéle graphique général reléve de 'analyse numeérique (algorithme de De-
ming et Stefan : voir Lauritzen (1996)). Seul le cas triangulé est susceptible
d’une solution explicite.

Pour cela, nous démontrons un résultat important sur les modéles hiérar-
chiques . Il exige encore quelques définitions.

Définitions. Soit V' un ensemble fini et X et ) des familles de Sperner de V.
— Si A est une famille de parties de A alors Sperner(.A) est la famille de
ses éléments maximaux.
— X'V Y est Sperner (X UY).
— X ANYest Sperner {XNY; X e X, Y e}
— On dit que X et ) sont en somme directe si X N ) est réduit a un seul
élément.

Proposition 14.3 Si les familles de Sperner X et ) sont en somme directe,
alors
XNY = {(UxexX) N (UyeyY)}.

Démonstration : exercice.

Théoréme 14.4 Soit deux modéles hierarchiques sur A = X,y A, gouvernés
par les familles de Sperner sur V notés X et ). On suppose que ces familles
de Sperner sont en somme directe. On note par s = (S,)qca le vecteur des N
observations et m, = Np, ou p est la probabilité inconnue sur A. On note
par m, m, et mo les estimés respectifs de m suivant les modéles hiérarchiques
gouvernés par X V ), X et ) respectivement. On note Vi = Uxex X, Vo =
Uyeyy et V3 = V3 N Vs, Alors

P my(av;, )ma(av,)
¢ S(aVS)
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(notation : si C C Vet a € A, s(ac) = > {sp; b, = a,Vv € C}).

Modé¢le graphique discret triangulé. Nous allons d’abord examiner le

graphe suivant

1 2 3
Oo————0————0
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Appendice 1. Examen du cours de DEA "Modéles graphiques, 8
février 2001

Exercice A. Soient X1, Y7,..., Xy, Yy des variables aléatoires indépendantes,
de lois respectives pour les X et les Y :

ae” " Lo eof(2)dz,  be™" 1y ef(y)dy.

On suppose que a et b sont des paramétres inconnus positifs contraints par
a+ b =1, et on dispose pour les estimer des observations Xi,Y7,..., Xy, Yy.
On posera pour simplifier X = (X1 + -+ Xy), ¥ = +(Yi + -+ Yy) et
Z = %(X -Y).

1. Calculer le maximum de vraisemblance de a en utilisant simplement sa
définition (on obtiendra une équation du second degré dont on choisira
la racine convenable).

2. On reprend le probléme précédent en posant a = (1+6) et b= 1(1-9).
Interpréter le probléme a I’aide d’une famille exponentielle naturelle sur
IR? euclidien, ol le paramétre est restreint au sous espace H = {(6;,6,) €
IR?; 0, 4+ 60, = 0}. Précisez les objets classiques de la famille exponentielle
générale induite (soit Q, v, ¢, E, ).

3. On identifie la famille exponentielle naturelle associée sur H a une famille
sur R (par (z,y) — x si  +y = 0). Précisez ses objets classiques :
w, O(p), ky, Mp,1p,. A laide de ces résultats et du cours, retrouver les
résultats de 1).

Exercice B. (Il est préférable d’étudier 'exercice A avant) Soient X1, Y7, Z1, ..
des variables aléatoires indépendantes, de lois respectives :

ae”" 1o so((2)dx,  be 1o o((y)dy, ce” Py nof(2)dz.

On suppose que a, b et ¢ sont des paramétres inconnus positifs contraints par
a+b+c =1, qu’on veut estimer par la méthode du maximum de vraisemblance.
Pour cela on pose a = 5(1+61) b= 5(1+6;) et ¢ = 3(1+ 63) et on introduit
le plan vectoriel

H = {(81,92,03) € IR3; 01 +02 +03 = 0}

de I'espace euclidien canonique IR?.
1. Donner un vecteur 7 orthogonal a H qui soit de norme 1 et en déduire la
projection orthogonale sur H d’un vecteur v = (z,y, z), soit v — (v, 7).
2. Si¢ = (q1,92,93) € H, montrer que I’ensemble des u € IR tels qu’on
puisse trouver (0, 0,,03) € H avec
1 1 1
1—60,"1-06, 1—63>
est 'ensemble des solutions d’une équation de degré 3 qu’on ne cherchera
pas a résoudre explicitement.

<Q1+U>Q2+U>QB+U):(

'7XN7YN7Z]\
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3. A Tlaide du cours et des questions qui précédent, expliquer comment pro-
céder a l'estimation des paramétres (a, b, ¢) (plus les détails sur les objets
classiques des familles exponentielles impliquées sont fournis, meilleure
est la note donnée a cette question).

Exercice C. Soit le graphe :

0 1 2 3
0O————0————0————0

Est il triangulé ? Quelles sont ses cliques maximales, ses séparateurs et leurs
multiplicités 7 Trouver un arbre binaire de décomposition. On considére ensuite
un modéle graphique discret (multinomial) sur A = Ag x A; x Ay X A3, avec
A; = {0,1}, gouverné par le graphe précédent. On fait 50 expériences qui
donnent les observations suivantes (s(a))qca, avec s(a) = s(ao, a1, az,as) et
a; = 0 ou 1, résumées en 4 tableaux :

(1,2\&1 0 1 (1,2\&1 0 1
Siag=a3=0: 0 3 2,siap=1,a3=0: 0 4 5,
1 2 1 1 9 2

as\a; 0 1 as\a; 0 1

siag=0,a3=1": 0 4 2 ,siag=a3=1: 0 6 1.
1 2 4 1 2 1

Estimer par maximum de vraisemblance la valeur de la probabilité inconnue
p(a) sur A pour les 3 valeurs suivantes de a : 0000, 0110 et 1111.

Exercice D. (Il est préférable d’étudier 'exercice C avant) Soit (X, X1, Xo, X3)
une variable aléatoire gaussienne de IR*, possédant une densité, centrée, de ma-
trice de covariance inconnue Y. On suppose que

— Xp et X3 sont conditionnellement indépendantes sachant (X7, X5);

— Xy et X, sont conditionnellement indépendantes sachant (X, X3);

— X et X3 sont conditionnellement indépendantes sachant (X, X5).
On fait 10 observations qui donnent la covariance empirique suivante

52 —0,4 1,3 1,2

U -0,4 6 —0,6 1,4

- 7 jT: ) ) y
S0 = 75 2 XX 1,3 —0,6 42 0,8

1,2 1,4 0,8 3,2

Y

Expliquer comment calculer ’estimateur du maximum de vraisemblance de X.

Exercice E. Soit a > 0 fixé. On considére la fonction sur | — 1, 1[ définie par
f(z) = e®inz Montrer que (1 — 22)f”(z) — zf'(2) — a®f(z) = 0 et en déduire
que les nombres py(a) définis par

= Pila)
1) =3 =
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sont positifs. On considére alors la mesure sur IR définie par

u(de) = 3- P 5 ar),

im0 K

Calculer les objets classiques de la famille exponentielle naturelle F'(1).
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Appendice 3 : Droites extrémales de certains cones convexes

On note par S I’ensemble des matrices symétriques réelles d’ordre 4, et par
Z l’ensemble des éléments de S de la forme

1y a 0 d
a o2 b 0
0 b z3 c
d 0 ¢ x4

On note par I ’ensemble des matrices symétriques incomplétes de la forme

T a d
a xo b

b z3 ¢

d c x4

On note par p la projection canonique de S sur sur /. On note par P, le cone
convexe ouvert des éléments de S qui sont définis positifs. On note P = P,N~Z
et Q = p(P,). On note par P, le cone convexe fermé des éléments de S qui sont
positifs. On note P = P, N Z et Q = p(P;). Nous voulons trouver les droites
extrémales des deux cones fermeés P et Q.

Il est utile pour cela de considérer les sous ensembles P, et ); de P et Q
de diagonale (1,1,1,1) en les paramétrant avec 4 nombres «, 3,7,d > 0 et 4

) Y )

signes € = (€, ..., €q) de la facon suivante

1 e/ €aV/o
r=z(ea,fb,7,0) = €/ Gbi/ﬁ €b\1/B e | (14.97)
ed\/g €/ 1

1 €av/a 0 eqVo

eav/ao 1 aevB 0
=yl a, B8,7,0) = . 14.98
Yy y( 6 Y ) 0 Eb\/B 1 GCW ( )
L €d\/g 0 Ecﬁ 1 |
On utilisera souvent la notation o/ =1—a,...,¢ = 1—4. On peut remarquer
que

l—a—f—v—0+ay+poi=a9+73¢ -1

Avec ces notations on voit facilement avec les déterminants que y € P; si et
seulement si

a+8<1, B+7<1, v+0<1, d+a<l (14.99)
o'y + B8 =1 > 2eqepec€ay] afy0. (14.100)
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Les inégalités de 14.99 s’obtiennent avec les déterminants d’ordre 3, celles de
14.100 avec le déterminant de y. On considérera en particulier pour 0 < a < 1
I’élément suivant de P, :

va 0 =V
1 Vo 0
\/J 1 a
— 0 Va 1

Le lecteur peut vérifier que pour y,, les 5 inégalités 14.99 et 14.100 sont des
égalités, et donc que y, est de rang 2.
Fiedler a démontré que x € ()1 si et seulement si 0 < a,...,0 <1 et si

Yo =y(1,1,1,-Lia,d/,a,0f) = (14.101)

SRl

a+pf+v+d<2(1+ \/aﬁfyé—i— \/o/ﬁ’fy’é’).

Cette derniére condition pourrait étre réécrite

ay + 36 — o'y — 36 < 24/afyd + 24/ By 5.

Il est intéressant de rechercher les génératrices extrémales des cones P et @,
car cela permettrait sans doute de montrer que P et () sont des cones duaux,
et donc de clarifier la question du domaine d’existence des transformées de
Laplace des lois de Wishart liées au modéle graphique non triangulé du carré.

Lemme 1. Soit £ un espace euclidien et soit P(E) le cone fermé de ses
endomorphismes symétriques positifs. Soit C' C P(F) un cone convexe fermé
et y € C de rang 1. Alors y est sur une génératrice extrémale de C.

Démonstration du lemme. Soit 3 et y” dans C tels que y = v + y”. Soit
e une bon de diagonalisation de y. Alors il existe A > 0 tel que

diag(A,0,...,0) = [ylc = [y]c + [¥"];.

Puisque [¢/]¢ et [y”]¢ sont des matrices symétriques positives cela entraine

qu’elles sont proportionnelles & [y]¢ ce qui entraine le résultat.

Théoréme 2, conjecturé. Les génératrices extrémales de P sont les matrices
de rang 1 et les matrices proportionnelles aux éléments de P, de la forme
y(e o, a,a) aveec 0 < av < 1 et e 656,60 = —1.

Démonstration. Ce résultat est plausible. Voici plusieurs étapes de sa dé-
monstration.
1) Montrons que y, est sur une génératrice extrémale. Pour cela on intro-

dui
RS IR
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As B,

BT 4 1 . Une remarque essentielle est que B,A_ ' B, =

ce qui fait que y, = [

-1
A, ce qui fait qu’en posant U = L A5 Ba onavy, =UT Ao 0 U
0 I 0 0

. Aa
Attention, U n’est nullement orthogonale, et les valeurs propres de [ 0 8 ],

soit (1 + /o, 1 — v/, 0,0), ne sont nullement celles de y,, soit (2,2,0,0).

Supposons maintenant que y, = y + v’ avec y et 3y’ dans P. Pour montrer
que ¥, est sur une génératrice extrémale, il nous faut montrer que y et 3’ sont
proportionnels a y,. Pour cela, on écrit y et 3’ par blocs :

4 B] , [ &4 B
y= BT C y Y = (BI)T Cl

avec les notations

R I IV A P

et une notation analogue pour y’. L’astuce est alors de multiplier I’égalité
Yo =y + 3 de chaque coté par U~! et (U~1)T. On obtient ainsi

(& e 2oy £l

On écrit alors

| A Bl,.. [ A B | A B, | A B
(U)lBT C]U _lB? Cl]’(U)[(BI)T C/‘|U _l(Bi)T Ci

avec By = B—AA'B, et C;, = C—AA'B, — (AA'B,)" + BFAJYAA'B,

. , . . A B
avec des expressions analogues pour y'. Puisque les matrices BT C et
1 1

/ !/
l ( é T Ci ] sont positives et de somme l %O‘ 8 ] cela entraine que C; =
C1 = 0, puis que B; = B} = 0. En écrivant les équations correspondantes a
ces 4 égalités matricielles, on obtient que y = ay, et y' = ad'y, avec 0 < a =
1 —a’ <1, ce qui montre 'extrémalité.

2) Montrons que y(€;a,a’,a,a’) avec 0 < a < 1 et €,6p6.64 = —1 est sur
une génératrice extrémale. On pourrait imiter la démonstration du 1), mais il
est plus élégant d’observer que si D = diag(n:, 72,13, m4) avec n; = =1 alors
I’application y — DyD est un automorphisme du céne P. Cela entraine que
DyD est sur une génératrice extrémale si y I'est. Comme €,6,e.¢4 = —1 par
hypothése et que (1717om3m4)? = 1 il existe D tel que y(¢; o, o, a, ') = Dy, D
et extrémalité de y(e; o, o/, o, ') est montrée.
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3) Les matrices de rang 1 situées dans P sont extrémales d’aprés le Lemme
1.

4) Examinons quelles matrices y de P sont sommes de matrices de rang 1.
Bien entendu, & cause du 1) et 2) on sait que tous les éléments de P ne sont
pas de ce type.

On sait que toute matrice symétrique positive est somme de matrices symé-
triques positives de rang 1. C’est vrai en particulier pour les matrices d’ordre
2. 11 s’agit donc d’étudier quels y dans P sont telles qu’il existe 4 matrices
A, B,C,D dans P telles que y = A+ B+ C + D et telles que A, B, C, D soient
de la forme

aq a12 00 d1 0 0 d41

_ a2 a2 00 10 00 0
A= 0O 0 0 0] D= 0 00 O
0 0 00 dyy 0 0 dy

Si (x1, x9, x3,24) est la diagonale de y, alors y est somme de matrices de rang
1 dans le cas particulier ou cette suite a un ou plusieurs zéros. A cause des
symétries, il suffit de discuter les cas ou les seuls zéros sont les suivants
1. Si tous les x; sont nuls, alors y = 0 et c’est trivial.
2. Si 29 = 23 = x4 = 0 clest trivial avec B = C = D = 0 et A =
diag(z1,0,0,0).
3. Sizg=24=0,prendre A=yet B=C=D=0.
4. Si 9 = x4 = 0 prendre A = diag(z1,0,0,0) et B = diag(0,0,z3,0) et
C=D=0.
5. Sixzy = 0on prend D = 0 et 'existence de A, B, C' découle d’un théoréme
du cours sur les graphes triangulés.
Donc sans perte de généralité on suppose maintenant x; > 0. En considérant

A — diag(:cl_l/g,xgl/g,xglm,le/g)

la matrice AyA est dans P; et il suffit de trouver A, B, C, D avec ’hypothése
supplémentaire que y € P;. On adopte la notation 14.97. Une discussion du
méme genre que la précédente sur les zéros de la suite («, ..., d) permet de se
ramener sans perte de généralité au cas difficile out ces 4 nombres sont > 0.
Les 4 matrices A, ..., D doivent donc satisfaire aux équations

di+ay=as+by=bs+cs=cs+dy=1, a1a = eav/, ..., dsy = eaV/9.

y est somme de matrices de rang 1 si on peut trouver des solutions a ce
systéme linéaire telles que de plus les ay, ..., d, soient > 0 et tels que a2, <
aiay, ..., d3, < dydy lorsque les a, ..., d et les e satisfont 14.99 et 14.100.

Lemme 3. Les éléments de P; tels que o > 0,...,d > 0 et qui sont sommes
de matrices de rang 1 sont ceux qui satisfont une des 4 inégalités

§<(1— %)1 - %) (14.102)
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et les 3 autres analogues obtenues par symétrie.

Démonstration. Supposons que y = y(¢; v, ..., 0) € P; satisfasse 14.102. Je
dis qu’alors on peut trouver d €]0, 1] tel que

1—d eva 0 0

I Ea\/a 1 6b\/B 0
Y 0 avB 1 ef
0 0 ey 1-3

soit une matrice positive. Pour cela en multipliant ¢’ par deux matrice diago-
nale convenable on se ramene a 1’examen de

(0%

)
al_daﬁafrac’yl__

y(e y

qui satisfait les conditions 14.99 et 14.100 si ....

Inversement, supposons que y € P; soit somme de matrices de P, de rang
1. Donc y = A+ B+ C + D avec les notations ci dessus. Comme on a supposé
que «,...,0 sont tous non nuls, il existe donc un des A, B,C, D qui est non
diagonal. Supposons que ce soit

5) Au vu de la discussion du 4) qui raméne au cas de la diagonale sans
zéros, pour montrer le théoréme, il suffirait de montrer que tout élément de P;
est combinaison convexe des y(€; a, o', a, @) et des huit matrices symétriques
de la forme

1 £1 0 0 10 0 =1
£ 1 0 0 0 1 £1 0

0o 0 1 =1} 0 £1 1 0 (14.103)
0 0 £1 1 1 0 O 1

Autrement dit, il suffit de résoudre le probléme auxilliaire de la recherche
des points extrémaux du convexe compact Py (ou si on veut, des génératrices
extrémales du cone convexe ferme des éléments de P de diagonale constante).
Le fait que 7, soit sur une génératrice extrémale de P entraine que c’est un
point extrémal de P;. Les matrices de 14.103 ne sont évidemment pas sur
des génératrices extrémales de P puisque somme de deux matrices de rang 1.
Par conséquent le fait qu’elles soient néammoins des points extrémaux de P;
demande démonstration. Contentons nous de montrer que

y(1,1,1,1;1,0,1,0) =

O O ==
—_= O O
—_ -0 O

1
1
0
0

est un point extrémal de P;. Les 7 autres s’en déduisent par application d’un
automorphisme de P; convenable. Supposons donc que y(1,1,1,1;1,0,1,0) =
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y+ vy avec y et y' positivement proportionnels & des éléments de P;. Ecrivons
alors

xr a 0 d ¥ d 0 —d

|la x b 0 , | d 2 b 0

Y=lo b a7 0 —b a2 ¢

d 0 ¢ x —-d 0 ¢
avecr=1—1;a=1—d et c=1—¢. Légalité y(1,1,1,1;1,0,1,0) =y + ¢/

entraine en particulier
11 T a  d T c  d
L[ 222

11 i -
On a vu au lemme 1 que l 11 ] est sur une génératrice extrémale de P;.

Comme les 4 autres matrices de 14.104 sont dans P; elles lui sont proportion-
nelles et donc a = ¢ = x. Sans perte de généralité a cause de la symétrie entre
y et iy’ on peut supposer a > 0. Pour voir que b = 0 on écrit que le déterminant
de

a a 0
a a b

0 b a

doit étre > 0. Ce déterminant est —ab® et donc b = 0. On procéde de méme
pour montrer que d = 0.
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